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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Allgemeine Angaben

Der Forschungsbericht wurde mit Mitteln der Forschungsinitiative Zukunft Bau des Bun-
desinstituts fiir Bau-, Stadt- und Raumforschung gefoérdert (Aktenzeichen SWD-10.08.18.7-
15.62).

Die Verantwortung fiir den Inhalt des Berichtes liegt beim Autor.

1.1.1 Forschungsthema

Das Forschungsthema lautet:

Globale Stabilitdt schubweicher anisotroper hochbelasteter Laminat- und
Sandwich-Trager unter kombinierter Belastung im Bricken- und allgemeinen
Ingenieurhochbau.

Kurztitel:

Globale Stabilitdt von Laminat- und Sandwichtrigern

1.1.2 Angaben zum Antragsteller

Antragsteller / Name der Stelle: SOGETI Deutschland GmbH

Namen der Verantwortlichen:

Dipl.-Ing. Siham Mittelstedt (Bearbeitung)

Univ.-Prof. Dr.-Ing. habil. Christian Mittelstedt, TU Darmstadt
(vormals SOGETI, Bearbeitung)

Maxime Miget, administrative Leitung

Unter Mitwirkung von:
M.Sc. Nedim Ferchichi (Kapitel 3, 4, 5)
M.Sc. Johannes Herrmann (Kapitel 6)
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M.Sc. Tjorven Miillenstedt (Kapitel 7)

Unser Zeichen: F1972

Adresse:

Hein-Sass-Weg 30

21129 Hamburg

Telefon +49(0) 40 49 29 37 20

E-Mail:
siham.mittelstedt@sogeti.com
maxime.miget@sogeti.com

Internet: www.sogeti-hightech.de

1.2 Kurzbeschreibung des Forschungsvorhabens

Abb. 1.1: Kippen eines pultrudier-
ten Faserverbundtrdgers.

Das Stabilitédtsverhalten klassischer isotroper Tra-
gerstrukturen ist insgesamt verstanden und i.A. sehr
gut beherrschbar. Hingegen besteht hinsichtlich des
Stabilitdtsverhaltens (sowohl im Sinne der Verzwei-
gungstheorie als auch hinsichtlich des tiberkritischen
Verhaltens) grofiformatiger schubweicher Trager in
Faserverbund- oder Sandwich-Bauweise eine erheb-
liche Anzahl offener Fragen, deren Klarung das ge-
plante Vorhaben gewidmet ist. Hauptaugenmerk
wird auf der Entwicklung innovativer, schneller und
hochgenauer Rechenverfahren liegen, mit deren Hil-
fe in der Ingenieurspraxis eine globale Stabilitéts-
analyse (also hinsichtlich Stabilititsfillen wie Kip-
pen, Biegedrillknicken, Drillknicken, Biegeknicken,
aber auch im Hinblick auf die sog. Gesamtstabili-
tat) von groBformatigen Laminat- und Sandwich-
Trégern erfolgen kann. Alle Analysezugéinge sollen
die fiir solche Strukturen typischen Koppeleffekte
und transversalen Schubverformungen explizit be-
riicksichtigen. Der letzte Punkt macht die Verwen-
dung hoherer Laminattheorien erforderlich, die die

Einschriankungen der Klassischen Laminattheorie erweitern.

1.3 Beschreibung der zu l16senden Probleme

Das Thema der globalen Stabilitét schubweicher anisotroper Tréger in Laminatbauweise
soll vor allem auf geschlossen-analytischem Wege angegangen werden. Die folgenden Ana-
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lysepunkte sollen dabei untersucht werden:

- Entwicklung analytischer und semi-analytischer Verfahren fiir globale Verzweigungspro-
bleme (Biegedrillknicken, Kippen, Gesamtstabilitéit) grolformatiger anisotroper Faserver-
bundtrager mit doppeltsymmetrischen prismatischen Querschnitten, basierend auf einem
hierarchischen Modellierungskonzept (Abb. 1.2 und 1.3):

Querschnittstreue Verformung

¥

Uberlagerung globaler und
lokaler Moden

Abb. 1.2: Querschnitt-

streue Verformung
und Beulmoden-
Interaktion.

e Ermittlung von globalen Verzweigungslasten, basierend auf
der Annahme der Querschnittstreue (Abb. 1.2, oben); Ver-
wendung von effektiven Verbundquerschnitt-Eigenschaften

e Ermittlung von globalen Verzweigungslasten unter Beriick-
sichtigung gleichzeitiger Querschnittsverformungen (Ge-
samtstabilitat, Bild 1.2, unten), basierend auf der klassi-
schen Laminattheorie (Ebenbleiben der Querschnitte, Nor-
malenhypothese, Abb. 1.3, oben)

e Ermittlung von globalen Verzweigungslasten unter Beriick-
sichtigung gleichzeitiger Querschnittsverformungen (Ge-
samtstabilitit), basierend auf Schubdeformationstheorie 1.
Ordnung (Fallenlassen der Normalenhypothese, 1.3, Mitte)

e Ermittlung von globalen Verzweigungslasten unter Beriick-
sichtigung gleichzeitiger Querschnittsverformungen (Ge-
samtstabilitit), basierend auf Schubdeformationstheorie 3.
Ordnung (Fallenlassen aller obigen Hypothesen, Abb. 1.3,
unten)

- Explizite Beriicksichtigung laminatspezifischer Koppeleffekte

- Vergleich der einzelnen Modellierungskonzepte zur Klarung der
Notwendigkeit hoherer Laminattheorien und der Beriicksichti-
gung der Gesamtstabilitiat; Klare Empfehlungen fiir die Praxis
(Wann muss man welchen Rechenaufwand treiben?)

- Ermitteln optimaler Trager-Entwiirfe

- Numerischer Abgleich und experimentelle Validierung

- Bereitstellen von praxistauglichen Bemessungsformeln und a€“diagrammen

1.4 Begriindung des Forschungsvorhabens

Neben den eher klassischen Einsatzgebieten fiir Faserverbund-Werkstoffe wie z.B. der
Luft- und Raumfahrt besteht grofles Potential fiir diese Bauweise im Bauingenieurwesen,
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Abb. 1.3: Anzusetzende Laminattheorien.

und zwar hier speziell im Briickenbau, aber auch in anderen Bereichen des konstruk-
tiven Ingenieurbaus wie z.B. im Hallenbau. Hierbei sollen die Forschungen auf die bei
dieser Bauweise giinstigsten Strukturelemente fokussiert werden, namlich auf gerade pris-
matische Biegetriager, wobei neben dem rein statischen Festigkeitsnachweis aufgrund der
Schlankheit solcher Bauteile auch die Stabilitdt eine grofle Rolle spielt.

Die wesentlichen Vorteile dieser Bauweise gegeniiber der klassischen Stahlbauweise sind:

e Eine beachtliche Gewichtseinsparung,
e cine erhebliche bessere Dauerfestigkeit,

e cine deutlich bessere Korrosionsbesténdigkeit.

Die verbesserte Schwingfestigkeit in Verbindung mit einer hervorragenden Korrosionsresis-
tenz lasst vermuten, dass man eine deutlich lingere Nutzungsdauer sowie einen geringeren
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Wartungsaufwand zu erwarten hat, was gerade im Falle von Briickenbauwerken ein wich-
tiger Punkt ist. Dariiber hinaus ist ein Online-Monitoring-System ohne weiteres bereits
in der Herstellung der Bauteile zuverlissig integrierbar, was fiir die Uberwachung von
Briickentragwerken ein ganz wesentlicher Punkt ist.

Neben den priméren Vorteilen gibt es aber auch eine Reihe von Nachteilen zu nennen:

e Bislang ist der beabsichtigte Werkstoft vergleichsweise teuer.

e Die Erfahrungen mit grofiformatigen und hochbelasteten Triagerstrukturen in Fa-
serverbundbauweise im Bauingenieurwesen sind begrenzt, vor allem hinsichtlich der
Dauerstandfestigkeit, aber auch hinsichtlich der Verfiigharkeit erprobter und ver-
lasslicher Berechnungsgrundlagen.

e Der Einsatz im grofien Stil wiirde potentiell neue Herstellungsverfahren gerade fiir
weitgespannte Tréiger erfordern.

Biegetréager in ihren vielféltigen Ausfithrungen gehoren zu den Basisstrukturen nahezu je-
der Konstruktion. Dies allein wéire Anlass genug, sich im Rahmen der Faserverbundtechnik
und des Leichtbaus intensiv mit den speziellen Problemen von Faserverbund-Biegetragern
zu befassen. Aber es gibt geniigend andere Griinde. Entgegen der vielleicht landlédufigen
Meinung gibt es eine Vielzahl ungeltster Probleme und es fehlen die Grundlagen fiir die si-
chere, nachhaltige sowie gewichts- und kostenoptimale Auslegung von FKV-Biegetrédgern.

Ein wichtiger Teilaspekt bei der Auslegung diinnwandiger Strukturelemente in FKV-
Bauweise und hier speziell von Composite-Biegetrigern ist der Nachweis der Struktur-
stabilitdt. Hiermit ist fiir nahezu alle baupraktischen Anwendungen das Ermitteln einer
idellen Verzweigungslast gemeint, die gleichsam als oberste Grenze fiir die ertragbare Be-
lastung gilt. Bei Betrachtung eines diinnwandigen Biegetréigers sind i.A. die folgenden
Stabilitédtsfille zu beachten:

e Lokale Stabilitat: Beulen von Flanschen und Stegen, ohne Auftreten eines globalen
Stabilitdtsproblems

e Globale Stabilitdt: Biegeknicken, Drillknicken, Biegedrillknicken, Kippen

o Gesamtstabilitat: Simultanes Auftreten der ersten beiden genannten Fille

Das geplante Forschungsvorhaben ist den letzten beiden Typen von Stabilitéatsfillen ge-
widmet, also der globalen Stabilitédt in Verbindung mit der sog. Gesamtstabilitat. Jedoch
kann die Gesamtstabilitét als eine Uberlagerung lokaler und globaler Moden aufgefasst
werden, so dass letztlich auch ausfiihrliche Betrachtungen zur lokalen Stabilitdt in das
gegenwirtige Forschungsvorhaben einfliefen miissen.

Der momentane Stand der Forschung zeigt iiberaus deutlich, dass eine zuverldssige und
sichere Auslegung grofiformatiger anisotroper schubweicher Composite- und Sandwich-
Trager hinsichtlich der globalen Stabilitdt mit dem derzeitigen Wissensstand unmoglich
ist. Allgemeine diesbeziigliche Charakteristika sind weitestgehend unerforscht, wesentliche
Berechnungsgrundlagen fehlen vollstédndig. Insgesamt besteht auf diesem Themengebiet



6 EINFUHRUNG

ein erheblicher Forschungsbedarf, insbesondere wenn das Hauptziel die Entwicklung in-
novativer neuartiger effizienter praxistauglicher Rechenverfahren ist, die sich in der Inge-
nieurpraxis leicht umsetzen lassen, um eine werkstoffgerechte Dimensionierung und Ge-
staltung von Faserverbund-Biegetrigern unter Beriicksichtigung von grofien Spannweiten,
betréachtlichen Traglasten, dauerhafter schwingender Belastung und Lebensdauern von
mehreren Jahrzehnten durchzufiithren. Ziel des Vorhabens muss es demnach sein, noch
fehlende Berechnungsmethoden zu entwickeln, die der in der Praxis tatige Ingenieur nach
Art eines Berechnungshandbuchs oder einer normativen Berechnungsanweisung einset-
zen kann. Den typischen Laminat-Koppeleffekten wie der Biege-Dehn-Kopplung und der
Biege-Drill-Kopplung sowie den bei groffformatigen Trégern durchaus erheblich problema-
tischen transversalen Schubverzerrungen muss hier explizit Rechnung getragen werden.

Die Moglichkeiten, die Erkenntnisse eines solchen Vorhabens auf die verschiedensten Pro-
dukte zu iibertragen, sind immens grofl. Langfristiges Ziel ist natiirlich insbesondere der
Briickenbau, dem durch den Einsatz von Faser-Kunststoff-Verbunden véllig neue Per-
spektiven entstehen. In anderen Léndern ist das Thema Briickenbau mit FKV inzwischen
punktuell angegangen worden (s. z.B. Abb. 1.4 und 1.5). Es ist daher volkswirtschaftlich
geboten, dass man sich auch in Deutschland diesem Forschungsthema widmet.

Abb. 1.4: Die Storchenbriicke in Zirich / Schweiz; Kabel aus FKV.

1.5 Stand der Forschung

Strukturen in Faserverbundbauweise finden in den verschiedensten Bereichen der ange-
wandten Strukturmechanik Verwendung, beispielsweise in der Luft- und Raumfahrt, aber
auch im konstruktiven Ingenieurbau, im Fahrzeugbau, im Behélterbau und in anderen Be-
reichen des Maschinenbaus. Hierbei haben sich Laminatstrukturen aufgrund ihrer iiberle-
genen spezifischen Festigkeit und Steifigkeit vor allem fiir Leichtbauanwendungen bewéhrt.
Meist kommen Laminate als Mehrschichtenverbunde mit unidirektional verstirkten Ein-
zelschichten vor (s. Abb. 1.6). Die effektiven Eigenschaften von Laminaten lassen sich in
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Abb. 1.5: Fufiginger- und Fahrradbriicke aus GFK-Profilen in Kolding, Dinemark, 1997;
Liinge: 40 m, Tragfihigkeit: 500 kg/m?, Fahrzeuge bis 5 Tonnen, Fertigstellung: 18 Stun-
den in drei Ndchten.

weiten Bereichen iiber den Lagenaufbau an die gegebenen Erfordernisse anpassen. Typi-
sche Einzelschichtmaterialien z.B. im Flugzeugbau sind kohlefaserverstiarkte Kunststoffe
(CFK), im Bauwesen sind auch glasfaserverstirkte Kunststoffe (GFK) verwendet worden.

Anwendungen faserverstarkter Kunststoffe im Bereich des Bauingenieurwesens sind ak-
tuell ebenfalls von grofler Wichtigkeit, wie die Publikationen [1-8] zeigen. In [1] wird der
Entwurf einer mobilen und KFZ-tauglichen Leichtbau-Briicke mit 20m Spannweite aus
pultrudierten faserverstirkten Kunststoffen dokumentiert, wihrend in [2] {iber Fufigin-
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gerbriicken in Faserverbund-Bauweise berichtet wird. Jedoch ist die Konstruktion ganzer
Bauwerke mit Primdrkomponenten in Laminat-Bauweise bislang eher selten und Bauele-
mente aus faserverstirkten Kunststoffen werden i.a. meist zu Verstarkungs- und Sanie-
rungszwecken eingesetzt. Hier kann {iber Erfahrungen in allen klassischen Sparten des
Hochbaus, also insbesondere dem Stahl-, Holz- und Massivbau, berichtet werden. In [3,4]
wird das Trag- und Verformungsverhalten von Brettschichtholz-Tragern mit Verstérkun-
gen durch Lamellen aus faserverstirkten Kunststoffen dokumentiert.

Finzelschichi 1
Eingelschicht 2

Einzels:chicht n

Abb. 1.6: Zusammensetzen eines Laminats aus n Einzelschichten, bestehend aus faser-
verstarkten Kunststoffen (links), zusammengesetzte Tragerformen (rechts): Composite-I-
Trager (rechts oben) und Composite-Kastentriger (rechts unten).

Ein Uberblick iiber existierende Festigkeitsmodelle fiir Stahlbetontriger, die mit Faser-
verbundlamellen im Zugbereich verstirkt wurden, findet sich in [5]. Experimentelle Be-
funde iiber exzentrisch beanspruchte und mit Faserverbund-Lamellen umwickelte Stahl-
betonstiitzen wurden in [6] festgehalten. Uber ein geschlossen-analytisches Modell zur
Berechnung von Spannungen in Stahltragern, die mit einer Zuglamelle aus Faserverbund-
Material verstirkt wurden, wird in [7] berichtet. Uber eine Vielzahl moderner Anwen-
dungsgebiete sowohl hinsichtlich der Sanierung und Verstéarkung von Bauteilen mit Hilfe
von Faserverbund-Materialien als auch der Konstruktion ganzer Bauwerke in Composite-
Laminatbauweise mit Schwerpunkt auf Briickentragwerken kann sich mit [8] ein Uberblick
verschafft werden.

Es sei an dieser Stelle aber angemerkt, dass ein erschépfender Uberblick iiber verfiigbare
Arbeiten auf diesem Themengebiet nicht das Ziel dieser Literaturiibersicht sein kann. Viel-
mehr muss an dieser Stelle auf Fachorgane wie z.B. den Zeitschriften Composite Structu-
res oder Thin-Walled Structures verwiesen werden, die in der Hauptsache Publikationen
u.a. zu dem o.g. Themengebiet beinhalten, aber auch mehr dem Bauwesen gewidmete
Zeitschriften wie z.B. Journal of Engineering Mechanics oder Journal of Structural Engi-
neering international, oder national einem Magazin wie Bauingenieur.

Unabhéngig vom konkreten Anwendungsgebiet werden an praxisrelevante Analyseverfah-
ren, gerade im Bereich der Optimierung und der Vorauslegung, vor allem die Anforde-
rungen gestellt, dass einerseits eine gute Genauigkeit der Ergebnisse erzielt werden soll,
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andererseits aber nur wenig Berechnungsaufwand aufgewendet werden darf. Im besten
Falle sind Berechnungsmethoden fiir die tégliche Ingenieursarbeit von rein geschlossen-
analytischer Natur und bendétigen keinerlei numerischen Aufwand.

Ebenfalls unabhéngig vom Anwendungszweck ist der Nachweis des Widerstands von Tré-
gerstrukturen gegen Stabilitdtsversagen ein wichtiger Bestandteil einer jeden Nachweis-
fithrung solch diinnwandiger Strukturen. Das geplante Vorhaben ist daher der Behandlung
des globalen Stabilitdtsverhaltens diinnwandiger anisotroper schubweicher Laminat- und
Sandwichtriager auf geschlossen-analytischem und semi-analytischem Wege gewidmet. Bei
allen geplanten Arbeiten soll das Hauptaugenmerk auf schnellen analytischen und semi-
analytischen Berechnungsmethoden liegen, die vor allem in der alltdglichen Ingenieursar-
beit und in Bereichen wie Vorentwurf und Optimierung vorteilhaft Anwendung finden. Im
Rahmen letzterer werden die gleichen Berechnungen oft tausend- oder gar millionenfach
durchgefiihrt, so dass solcherlei Anwendungszwecke aufwendige numerische Verfahren von
vorneherein ausschliefen.

Das Beul- und Nachbeulverhalten ausgesteifter isotroper und anisotroper Platten und
Schalen unter verschiedensten Lastféillen ist seit den grundlegenden Arbeiten von z.B.
Timoshenko im Jahre 1921 [9] oder Marguerre im Jahre 1937 [10] der Gegenstand ei-
ner erstaunlichen Vielzahl von Forschungsarbeiten gewesen und in wesentlichen Punkten
verstanden und zumindest mit einigem numerischen Aufwand gut beherrschbar. Einen
Uberblick iiber die Entwicklungen bis in die 60er Jahre des letzten Jahrhunderts hin-
sichtlich der Stabilitdt isotroper Strukturen verschafft man sich z.B. mit dem Buch von
Timoshenko und Gere [11]. Spezielle Nachschlagewerke iiber das Beul- und Nachbeul-
verhalten anisotroper Strukturen z.B. aus Composite-Werkstoffen sind die Biicher von
Chia [12] sowie von Turvey und Marshall [13]. Ein ausfiihrlicher Uberblick iiber vielerlei
Aspekte der Stabilitdt diinnwandiger Strukturen wird auch von Singer et al. in [14,15]
gegeben.

Zur elastizitatstheoretischen Erfassung und analytischen Beschreibung des effektiven me-
chanischen Verhaltens hat sich fiir hinreichend diinne Laminate fiir linear-elastisches Ma-
terialverhalten die klassische Laminattheorie (kurz: KLT, siche [16-18]) vielfiltig bewéhrt.
Allerdings existiert eine ganze Reihe von Composite-spezifischen Fragestellungen, fiir die
die Voraussetzungen der KLT (Annahme eines ebenen Spannungszustandes, Kinematik
der Kirchhoff-Platte) nicht ausreichen und fiir die verfeinerte Analysezugéinge gefunden
werden miissen. Ein Beispiel hierfiir ist das mechanische Verhalten von balkenférmigen
Composite-Bauteilen mit I- oder Kasten-Querschnitt (s. Abb. 1.6, rechts), die z.B. aus
einzelnen Laminaten zusammengesetzt werden kénnen und wo man in der praktischen An-
wendung neben ganz klassischen Fragestellungen nach dem Bauteilverhalten im Groflen
- also beispielsweise Triagerdurchbiegungen oder Eigenfrequenzen - auch Fragen im Zu-
sammenhang mit héheren Problemen - z.B. Schubdeformationen, globales Beulverhal-
ten, lagenweise Spannnungsberechnungen, interlaminare Spannungsprobleme lokaler Art
z.B. an freien Réndern und Steg-Flansch-Ubergéngen, lagenweise lokale dreidimensiona-
le Festigkeitsbewertungen etc. - zu beantworten hat. Je nach Art der Problemstellung
hat der konstruierende und auslegende Ingenieur dann eine geeignete Modellbildung des
Composite-Triagers zu wahlen, der dann weitergehende Annahmen als der KLT zugrunde-
liegen. Eine Literatursichtung ergibt dabei recht schnell, dass es sich hierbei offenbar um
ein noch junges und aktives Forschungsgebiet handelt. Ein Ubersichtsartikel iiber verfiig-
bare Modellbildungskonzepte fiir Composite-Tréger ist z.B. mit [19] gegeben. Arbeiten,
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die auf verbesserten Balkentheorien beruhen, die aber das Themenfeld der Stabilitdt nicht
beinhalten, sind z.B. mit [20-27] gegeben.

Was moderne Analysezugidnge zum Beul- und Nachbeulverhalten isotroper oder anisotro-
per Platten oder Schalen angeht, so bedient man sich hier neben einfachen analytischen
Ansitzen fiir sehr idealisierte Plattenkonfigurationen (s. z.B. die Arbeiten von Bank und
Yin [28], Kollar [29,30], Qiao et al. [31], Qiao und Zou [32], Qiao und Shan [33], Zureick
und Shih [34] fiir einen Uberblick iiber Arbeiten zum lokalen Beulgeschehen in diinn-
wandigen Composite-Tragern, samtlich basierend auf der Klassischen Laminattheorie) im
wesentlichen recht aufwéndiger numerischer Verfahren. Die Ritz-Methode, bereits von Ti-
moshenko [9] mit recht reduzierten Ansétzen fiir die lineare Beulanalyse isotroper Platten
eingesetzt, wurde von Narita und Leissa [35], Becker et al. [36], Wittenberg et al. [37],
Kunz [38], Shin et al. [39], Byklum [40], Byklum und Amdahl [41], Buermann et al. [42],
Buermann [43] zur linearen und nichtlinearen Stabilitdtsanalyse isotroper und anisotro-
per Tragwerke herangezogen. Die Methode der Finiten Streifen hat in den letzten Jahren
ebenfalls einen wichtigen Anteil an der wissenschaftlichen Weiterentwicklung von Ana-
lysemethoden fiir das lineare und nichtlineare Beulverhalten isotroper und anisotroper
Platten und Schalen gehabt. Zu nennen sind hier z.B. die Arbeiten von Ovesy und Assaee
[44], Ovesy et al. [45,46], Riks [47], Zou und Qiao [48], Loughlan [49], Mdcker und Rei-
merdes [50]. Eine mit der Finite-Streifen-Methode eng verwandte Methodik zur effizienten
Behandlung von Beul- und Nachbeulproblemen in diinnwandigen Strukturen ist die sog.
Generalisierte Balkentheorie. Neuere Arbeiten auf diesem Gebiet sind z.B. die Publikatio-
nen von Adany und Schafer [51,52] und Silva et al. [53]. Weitere numerische Verfahren wie
z.B. das Galerkin-Verfahren (Romeo und Frulla [54]) oder die Finite-Differenzen-Methode
(Stein [55,56]) wurden ebenfalls eingesetzt. In der iiberwiegenden Anzahl von Publikatio-
nen zu Themenfeldern der Stabilitdt von diinnwandigen Flichentragwerken und Tréger-
strukturen wurde jedoch die Finite-Elemente-Methode eingesetzt, wobei eine Vielzahl an
Element-Formulierungen (Volumenelemente, geschichtete Schalenelemente etc.) und Dis-
kretisierungsstrategien zum Einsatz kam. Aufgrund der Fiille der verfiigharen Arbeiten
und der Vielzahl der Einsatzmoglichkeiten wird an dieser Stelle nicht weiter ins Detail
gegangen, sondern nur eine gewisse Anzahl repréisentativer Arbeiten zitiert wie z.B. die
Publikationen von Stevens et al. [57], Kassegne und Reddy [58], Sridharan und Zeggane
[59], Guo et al. [60], Viljoen et al. [61], Linde et al. [62], Zimmermann et al. [63], Oh et
al. [64], Mallela und Upadhyay [65], Patel et al. [66], oder Noor et al. [67].

Uber die geschlossen-analytischen Analysemdglichkeiten der globalen Stabilitiit diinnwan-
diger anisotroper Composite-Triger sind ebenfalls einige Arbeiten vertffentlicht worden,
wobei dem Antragsteller keine Arbeiten bekannt sind, die die Grenzen der Klassischen
Laminattheorie erweitern und auch die laminattypischen Koppeleffekte wie Schubkopp-
lung, Biege-Dehn-Kopplung oder Biege-Drill-Kopplung auf geschlossen-analytischem We-
ge explizit beriicksichtigen wiirden. Vielmehr sind Arbeiten, die diesen Effekten Rechnung
tragen, allgemein von numerischer Natur. Nachfolgend wird eine Auswahl repriasentativer
Arbeiten zitiert und kurz diskutiert, wobei hier natiirlich kein Anspruch auf Vollstindig-
keit erhoben werden kann.

Barbero und Tomblin [68] setzten sich mit dem Euler-Knicken sowie mit dem Drillknicken
diinnwandiger Composite-Tréger auseinander und présentierten einfache Analysegleichun-
gen sowie experimentelle Befunde. Eine thematisch dhnliche Arbeit wurde von Barbero
und Raftoyiannis [69] vorgelegt, in der einfache analytische Formeln fiir das Biegeknicken
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von diinnwandigen Composite-Trigern unter Langsdruck prisentiert und der Ubergang
zwischen lokalen und globalen Beulmoden bei variabler Trégerlange untersucht wurden.
In einer Folgearbeit [70] wurde daraufhin das simultane lokale und globale Beulverhal-
ten behandelt und eine einfache Analyseformel zur Abschétzung der Verzweigungslasten
préasentiert. Barbero und Raftoyiannis [71] schlieBlich betrachteten das Kippen pultrudier-
ter [I-Trager unter Beriicksichtigung von Querschnittsverzerrungen unter Einzelmomenten
und -kréften und verwendeten geeignete Verschiebungsansétze, um sowohl globale als
auch lokale Moden abbilden zu kénnen. Davalos und Qiao [72] untersuchten das Kippen
und Drillknicken sowie die Gesamtstabilitidt von Composite-Tragern mit breiten Flan-
schen und présentierten neben experimentellen Befunden auch sehr einfache analytische
Modelle, mit deren Hilfe eine Abschidtzung der ideellen Verzweigungslasten ermoglicht
wurde. Davalos et al. [73] berichteten iiber analytische und experimentelle Untersuchun-
gen zum Biegedrillknick-Verhalten von pultrudierten [-Tragern, deren Flansche und Stege
aus Faserverbund-Materialien bestehen. Die Finite-Elemente-Methode wurde von Gan
et al. [74] eingesetzt, um die kritischen Verzweigungslasten pultrudierter I-Tréger zu er-
mitteln. Lee und Kim [75] entwickelten ein analytisches Modell zur Abschétzung des
Biege-, Drill- und Biegedrillknickverhaltens von Trégerstrukturen unter Axiallast, die aus
Composite-Materialien bestehen. Laminattypische Koppeleffekte gingen hier in die For-
mulierung mit ein. Basierend auf den dargestellten theoretischen Grundlagen wurde ein
eindimensionales finites Element entwickelt, mit dessen Hilfe die kritischen Lasten und
Beulmoden abgebildet werden konnten. Kollar [76] verwendete Vlassovs Balkentheorie,
um ein analytisches Modell zur Abschéitzung des Stabilitdtsverhaltens diinnwandiger or-
thotroper Balken unter Léngsdrucklast zu entwickeln. Qiao et al. [77] behandelten das
Biegedrillknick-Verhalten von Kragbalken mit I-Profilen, die aus Faserverbund-Laminaten
bestehen, mittels geeigneter Verschiebungsansitze fiir Ausbiegung und Drillwinkel. Dar-
tiber hinaus sind in [77] einige experimentelle Befunden enthalten. Shan und Qiao [78§]
untersuchten des Biegedrillknick-Verhalten offenprofiliger Composite-Trager und verwen-
deten ein Variationsprinzip sowie separate Verschiebungsfelder fiir Flansche und Stege.
Zusitzlich hierzu sind in [78] einige experimentelle Resultate vorhanden. Der Einfluss
der Spannungsverteilungen auf das globale Stabilitdtsverhalten von diinnwandigen pris-
matischen Composite-Triagern wurde von De Lorenzis und La Tegola [79] mit Hilfe der
Ritz-Methode analysiert. Fachlich ein wenig abseits der globalen Stabilitdt, aber den-
noch thematisch sehr verwandt, verwendete Sapountzakis [80] die Randelemente-Methode
zur Untersuchung des Torsionsschwingverhaltens diinnwandiger Composite-Trager. Das
Gesamtstabilitdtsverhalten von diinnwandigen Tréagern, die durch Steifen lokal verstéirkt
wurden, untersuchten Teter und Kolakowski [81] mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode.
Kolakowski und Kubiak [82] befassten sich mit der nichtlinearen FEM-Simulation diinn-
wandiger Composite-Trager und analysierten den Nachbeulbereich und die ultimative
Lastkapazitdat solcher Strukturen. Das Biege-, Drill- und Biegedrillknickverhalten von
ldngsdruckbelasteten Composite-Kasten-Tragern wurde von Vo und Lee [83] mittels eines
analytischen Modells, basierend auf der Klassischen Laminattheorie, untersucht. Basie-
rend auf dem analytischen Modell wurde ein eindimensionales finites Element hergeleitet,
mit dessen Hilfe derartige Stabilitdtsanalysen auf numerischem Wege durchgefiihrt wer-
den konnten. Das gekoppelt Schwingungs- und Biegedrillknickverhalten diinnwandiger
Composite-Triager mit beliebigen Lagenaufbauten unter Beriicksichtigung von Schubver-
formungen wurde von Vo und Lee [84] behandelt, wobei hier Ergebnisse auf numerischem
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Wege erzeugt wurden. Naderian et al. [85] verwendeten die Finite-Streifen-Methode zur
Berechnung des Drillknick- und Biegedrillknickverhaltens von CompositeTrégern unter
Druckbelastung. Sapountzakis und Dourakopoulos [86] zogen die Randelemente-Methode
zur Untersuchung des Biegedrillknick-Verhaltens diinnwandiger Composite-Tréager unter
diversen Lastfillen heran. Hierbei wurde auch die Moglichkeit zusammengesetzter Triger
betrachtet, deren Bestandteile unterschiedliche Materialeigenschaften aufweisen kénnen.

Mit geeigneten Werkzeugen zur Analyse der Stabilitét eines Composite-Trigers stellt sich
auch die Frage nach bestmdoglichen Laminat-Designs, die mit maximaler Stabilitit die
Lastabtragung gewéhrleisten konnen. Hier ist dann der Einsatz der Methoden der Struk-
turoptimierung gefragt. Was die Strukturoptimierung innerhalb der Strukturmechanik
angeht, so werden derartige Fragestellungen seit mehr als drei Jahrzehnten intensiv behan-
delt. Wéhrend es zunéichst vor allem Probleme des Leichtbaus in der Luft- und Raumfahrt
waren, erschlieft sich die Strukturoptimierung mittlerweile eine immer breitere Anwen-
dung, z.B. im Automobilbau, im Maschinenbau sowie auch im Bauwesen. Dabei zieht
die Strukturoptimierung die Methoden der mathematischen Programmierung heran und
stellt heute eine breite Palette verschiedener Optimierungstechniken zur Verfiigung [87-
91]. Strukturoptimierung erfordert eine angemessene Strukturmodellierung, die Bildung
eines geeigneten Optimierungsmodells, den zweckméfBigen Einsatz von Optimierungsalgo-
rithmen sowie die Integration dieser Teilaufgaben zu einer effektiven Optimierungsproze-
dur. Bis auf einige wenige Ausnahmen sind dem Antragsteller beim Composite-Tréger-
Problem keine optimierenden Untersuchungen bekannt, die iiber simple vergleichende Pa-
rameterstudien hinausgingen und in denen auf iterativ-algorithmischem Wege systema-
tisch nach Optimallosungen fiir solche Bauteile gesucht wiirde. Insbesondere herrscht ein
Mangel an Optimierungsuntersuchungen, die neben Restriktionen z.B. fiir Durchbiegun-
gen und / oder Eigenfrequenzen auch das Stabilitdtsverhalten beriicksichtigen wiirden.
Einige grundlegende Arbeiten zur Composite-Tréger-Optimierung sind die Publikationen
von Walker [92], Savic et al. [93] und Rajasekaran [94].

Von grundlegender Bedeutung zum Verstédndnis des Trag-, Verformungs- und Versagens-
verhaltens von Composite-Trager-Strukturen sind schliefflich auch experimentelle Befun-
de. Hier liegen bereits neben einigen der bereits genannten Arbeiten einige Erfahrungen
speziell hinsichtlich der Anwendung im Bauingenieurwesen vor, es konnen z.B. die Arbei-
ten von Lee et al. [95], Palmer et al. [96] oder Gilchrist et al. [97-99] genannt werden.

1.6 Forschungsansatz

Wiéhrend sich fiir viele grundlegende praktische Probleme, in denen Composite-Tréger
eine Rolle spielen - genannt werden konnen hier elementare und globale Fragen wie einfa-
che Biegung, Euler-Knickung, oder Eigenschwingungen - geschlossene Losungen angeben
lassen und i.a. die einfachen Analysewerkzeuge wie die klassische Laminattheorie (KLT)
fiir eine Strukturberechnung ausreichen, so stellt sich fiir konkrete Anwendungen eine
ganze Reihe weiterer Fragen, die sich mit dieser klassischen Theorie nicht hinreichend
beantworten lassen und deren Klirung damit verfeinerte Berechnungswerkzeuge erfor-
dert. Ein solcher Teilaspekt ist die globale Stabilitat weitgespannter hochbeanspruchter
anisotroper Laminat- und Sandwichtriger unter Beriicksichtigung transversaler Schub-
verformungen sowie der gerade fiir Laminate typischen Koppeleffekte (Schubkopplung,
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Biege-Dehn-Kopplung, Biege-Drill-Kopplung), wobei mit globaler Stabilitdt Phénomene
wie Kippen, Biegedrillknicken, sowie die auch Gesamtstabilitdt (also die Uberlagerung
globaler und lokaler Moden) gemeint ist.

Hier mochte das beabsichtigte Vorhaben ansetzen, neuartige Modellierungskonzepte ent-
wickeln und dem Anwender zur Verfiigung stellen. Die Untersuchung des globalen Stabi-
litdtsverhaltens von Composite-Biegetriagern ist sowohl von grundsétzlichem innermecha-
nischen Interesse als auch von technisch-praktischer und bautechnischer Relevanz. Hier
mochte das beabsichtigte Vorhaben einen wesentlichen Beitrag leisten, indem mit den
Mitteln der Elastizitdtstheorie und der mathematischen Programmierung neue und effi-
ziente Analysewerkzeuge zur globalen Stabilitéitsanalyse bereitgestellt und damit gezielte
Optimierungen im Hinblick auf bestmogliche Trégereigenschaften vorgenommen werden.
Die Untersuchungen werden sowohl die Entwicklung effizienter geschlossen-analytischer
Néherungsverfahren als auch den Einsatz numerischer Verfahren umfassen und in einer
spateren Projektphase auf die iterativ-algorithmische Umsetzung nichtlinearer Optimie-
rungsverfahren zuriickgreifen. Letztlich werden sich die wichtigsten Charakteristika des
globalen Stabilitatsverhaltens solcher Triagerbauteile herausarbeiten und fiir den Anwen-
der in der Praxis allgemeingiiltige Rechen- und Konstruktionsregeln an die Hand geben
lassen.

Aufgrund des geschichteten Charakters solcher Composite-Bauteile spielen interlaminare
Spannungen - dies sind sowohl Schub- als auch Normalspannungen, die in der Dickenrich-
tung eines geschichteten Bauteiles wirken - im Hinblick auf den Stabilitdtswiderstand eine
ganz wesentliche Rolle, was man z.B. vom homogenen Stahltréger her nicht kennt und was
damit ganz neue Fragen im Rahmen des konstruktiven Ingenieurbaus aufwirft. Ein wich-
tiger Aspekt ist, dass insbesondere die transversalen Schubspannungen bei Composite-
Materialien nur sehr geringen Materialsteifigkeiten gegeniiberstehen und damit Verfor-
mungen hervorrufen, die nach der klassischen Laminattheorie nicht erfasst werden. Diese
Schubverformungen, die gerade bei weitgespannten und daher recht dicken Bauteilen &u-
Berst relevant werden, haben stets einen ungiinstigen Einfluss auf den Beulwiderstand
solcher Strukturen und miissen mit Hilfe geeigneter hoherer Theorien - zu nennen wi-
ren hier die Schubdeformationstheorie 1. Ordnung sowie die Schubdeformationstheorie
3. Ordnung nach Reddy - erfasst werden, was einen zentralen Punkt des geplanten Vor-
habens darstellt. Desweiteren spielen die o.g. laminat-typischen Koppeleffekte eine ganz
wesentliche Rolle bei der Abschétzung des globalen Beulwiderstands, so dass auch diese
eingehend zu untersuchen sein werden.

Nachdem die Analysemoglichkeiten zu den oben erlduterten Problemfeldern untersucht
worden sind, soll das Composite-Trager-Problem zum Optimierungsproblem gemacht wer-
den. Nach Mafigabe vorhandener Design-Freiheitsgrade (Laminat-Lagenaufbauten, Quer-
schnittsabmessungen, Wanddicken) sollen systematisch die Methoden der mathematischen
Strukturoptimierung zum Auffinden optimaler Bauteillosungen unter Stabilitatsrestrik-
tionen eingesetzt werden. Hierbei kann mit mehreren Zielsetzungen gearbeitet werden.
Einerseits kann darauf hingearbeitet werden, beispielsweise Beulwiderstéinde zu maximie-
ren, andererseits kann simultan dazu eine Maximierung der ertragbaren Last unter Fes-
tigkeitsrestriktionen oder eine Minimierung der Durchbiegung unter Gebrauchstauglich-
keitsrestriktionen durchgefiihrt werden. Design-Variablen sollen zunéchst nur die Laminat-
Lagenorientierungen sein, in einem spéteren Schritt konnten die Querschnittsabmessungen
und die Trager-Wanddicken ebenfalls freigegeben werden.
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Das Vorhaben wird schliellich Fragen der folgenden Art klaren: Welche kinematischen An-
nahmen im Rahmen der Trager-Modellbildung fithren mit welchem Aufwand auf welche
Ergebnisgenauigkeit fiir globale Beullasten, und welches Modellierungskonzept ist bau-
praktisch besonders tauglich? Was ist hierbei der Erkenntnisgewinn gegeniiber der KLT
als untere Genauigkeitsgrenze bzw. was ist der Effizienzgewinn gegeniiber aufwendigen
vollstdndig dreidimensionalen Simulationen mit Hilfe der Methode der finiten Elemente
als obere Genauigkeitsgrenze? Was sind ganz grundlegende Parametereinfliisse auf das glo-
bale Stabilitdtsverhalten solcher Composite-Trager? Welche Bemessungshilfen lassen sich
dem Anwender hiermit an die Hand geben? Welche Interaktionen lassen sich zwischen
den verschiedenen Lastfiillen feststellen? Welche grundlegenden Aussagen zur Bemessung
derartiger Composite-Trager-Strukturen lassen sich hinsichtlich der globalen Stabilitét
treffen? Im Bezug auf die Optimierung von Composite-Trager-Strukturen ist vor allem zu
kléren, wie sich kritische Beanspruchungen am leichtesten reduzieren oder verharmlosen
lassen und welches Optimierungspotential solchen Trigerstrukturen innewohnt. Auch hier
wird erwartet, dass sich fiir die praktische Umsetzung solcher Bauteile wichtige Aussagen
treffen lassen werden. Am Ende des beabsichtigten Vorhabens wird sich sagen lassen, in
welcher Tragersituation sich mit welchem Verfahren mit welchem Aufwand welche Ergeb-
nisgiite beziiglich der globalen Stabilitét realisieren lasst, und es werden sich entsprechende
Empfehlungen fiir den Anwender geben lassen. Schlussendlich werden sich auch wichtige
Aussagen iiber die Tauglichkeit der einzelnen zu entwickelnden Analysewerkzeuge sowie
iiber ihre Moglichkeiten und Grenzen machen lassen.

Es ist an dieser Stelle wichtig anzumerken, dass sich die hier diskutierten Arbeitspunkte
bislang nur auf Probleme der globalen Stabilitdt von Composite-Tragern beschréanken. Ein
weiterer Punkt, der von ebenso grofler Bedeutung ist, ist die Frage nach der lokalen Stabi-
litét (also hier vor allem das Beulen von Flanschen und Stegen z.B. eines I-Tréigers ) von
Composite-Trager-Strukturen. Selbstverstiandlich kénnen in dem beabsichtigten Vorha-
ben Fragen zur lokalen Stabilitét nicht in der dem Thema angemessenen Breite behandelt
werden. Jedoch erfordert die Behandlung der Gesamtstabilitdt auch Betrachtungen hin-
sichtlich des lokalen Stabilitdtsverhaltens, so dass im Rahmen dieses Forschungsvorhabens
auch entsprechende Untersuchungen angestellt werden miissen.

1.7 Untersuchungsmethodik

Aus Griinden der Anwenderfreundlichkeit und der baupraktischen Umsetzbarkeit sollten
die zu entwickelnden Rechenverfahren zur globalen Stabilitdt von Laminat- und Sandwich-
tragern stets geschlossen-analytischer Natur sein. Wahrend hinsichtlich der Kinematik
einfacher geschichteter Platten- und Schalenstrukturen eine Vielzahl von Publikationen
verfiighar ist und in den vergangenen Jahrzehnten die verschiedensten Analysekonzepte
verwendet wurden, ist der Kenntnisstand hinsichtlich der Modellierung des globalen Sta-
bilitatsverhaltens von schubweichen und anisotropen Tragern aus Composite-Materialien
wesentlich geringer, so dass hier ein erheblicher Forschungsbedarf besteht.

In solchen Féllen, bei denen eine rein geschlossen-analytische Modellierung nicht méglich
sein wird (das wird insbesondere bei Auftreten der Gesamtstabilitét sowie bei Vorliegen
der verschiedenen moglichen Koppeleffekte Schubkopplung, Biege-Dehn-Kopplung, Biege-
Drill-Kopplung der Fall sein) ist vorgesehen, dass mit semi-analytischen Verfahren (z.B.
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die Ritz-Methode oder das Galerkin-Verfahren) gearbeitet wird. Hierbei werden geeignete
Ansitze fiir die sich einstellenden Beulmoden in Form von Reihenentwicklungen zielfiih-
rend sein, und durch Betrachtungen des Energiehaushalts des gebeulten Tragers werden
sich einfach anwendbare Losungen fiir die entsprechenden kritischen Lasten herleiten las-
sen.

Alle so hergeleiteten analytischen oder semi-analytischen Verfahren werden durch Ver-
gleich mit begleitenden Finite-Elemente-Analysen verifiziert oder, sofern verfiigbar, durch
Vergleich mit Testergebnissen aus der Literatur validiert. Eigene Testreihen werden in der
Schlussphase des Projektes ebenfalls durchgefiihrt werden.

Die Ergebnisse werden in zusammengefasster Form auf Fachkonferenzen préasentiert und
in nationalen Magazinen (z.B. Bauingenieur) wie auch in internationalen Fachzeitschriften
(z.B. Composite Structures oder Thin-Walled Structures) verdffentlicht.

1.8 Erwarteter Nutzen des Vorhabens

Der gegenwirtige Stand der Technik zeigt, dass zwar das globale Stabilitédtsverhalten
diinnwandiger Tragerstrukturen in Metallbauweise sehr gut verstanden und auch bau-
praktisch im Sinne einer einfachen und praxisnahen Nachweisfithrung sehr gut beherrsch-
bar ist. Im direkten Vergleich zeigt sich allerdings, dass das globale Beulverhalten aniso-
troper schubweicher Laminat- und Sandwichtréger, insbesondere in Verbindung mit der
Gesamtstabilitéit, bislang nur punktuell angegangen wurde und insbesondere praxisnahe
Berechnungsverfahren und Bemessungshilfen iiberhaupt noch nicht existieren. Somit ist
eine sichere und effiziente Auslegung solcher Strukturen in vielerlei Hinsicht, aber eben
auch insbesondere hinsichtlich der globalen Stabilitdt mit dem derzeitigen Kenntnisstand
unmoglich.

Der wesentliche Nutzen der Ergebnisse des Vorhabens wird es sein, dem Anwender in der
Praxis alle notwendigen Werkzeuge an die Hand zu geben, mit deren Hilfe eine schnelle und
praxistaugliche Analyse und Dimensionierung derartiger Laminat- und Sandwichtrager
durchfiihrbar ist.

1.9 Moglichkeiten fiir eine praktische Umsetzung

Aufgrund des geschlossen-analytischen bzw. semi-analytischen Charakters der zu entwi-
ckelnden Rechenmethoden ist zu erwarten, dass sich diese ohne Probleme in einer Art und
Weise so zusammenfassen lassen, dass sie dem Anwender in der Praxis ohne grofie Mii-
hen verstandlich gemacht werden konnen und die Rechenverfahren unkompliziert in der
alltdglichen Ingenieursarbeit anwendbar sind. Letztlich ist es auch das Ziel, in einer Ab-
schlusspublikation weitestgehend allgemeingiiltige Auslegungsregeln zu formulieren, die in
der Praxis als Richtlinien genutzt werden konnen. Insofern wird eine direkte und vollstén-
dige Umsetzung der Ergebnisse des geplanten Vorhabens in der praktischen Anwendung
gesehen.
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Kapitel 2

Laminattheorien

2.1 Einleitung

Die Untersuchung der Gesamtstabilitdt von FKV-Tragern erfordert neben der Betrach-
tung des globalen Geschehens auch eine Betrachtung des lokalen Beulverhaltens solcher
Trager. Naturgeméaf sind die Ergebnisse einer solchen lokalen Beulanalyse stark davon ab-
héngig, welche Laminattheorie den Berechnungen zugrunde gelegt wurde. Wir betrachten
im Weiteren die folgenden Laminattheorien (s. auch Abb. 1.3):

e Klassische Laminattheorie, basierend auf der Hypothese vom Ebenbleiben der Quer-
schnitte sowie der Normalenhypothese, Abb. 1.3, oben,

e Schubdeformationstheorie 1. Ordnung, basierend auf den Hypothesen wie 1), aber
Fallenlassen der Normalenhypothese, Abb. 1.3, Mitte,

e Schubdeformationstheorie 3. Ordnung, Fallenlassen aller obigen Hypothesen, Abb.
1.3, unten.

Die klassische Laminattheorie ist dabei das Aquivalent zur Kirchhoffschen Plattentheorie
bei isotropen Platten, wohingegen die Schubdeformationstheorie 1. Ordnung die Verall-
genmeinerung der Reissner-Mindlinschen Plattentheorie auf Laminate darstellt.

Wiéhrend die klassische Laminattheorie vor allem bei hinreichend diinnen Flachentrag-
werken zum Einsatz kommt, so bieten sich die beiden héheren Theorien besonders dann
an, wenn es sich um Strukturen handelt, bei denen die transversalen Schubverformungen
an Einfluss gewinnen und eine Berechnung nach klassischer Laminattheorie nicht mehr
ausreichend zuverléssige Ergebnisse liefert. Details zu den einzelnen Laminattheorien kon-
nen in [13], [16], [17], [18], [100] nachgeschlagen werden. Wir fassen hier die wesentlichen
Gesichtspunkte zusammen.

2.2 Nomenklatur

Laminate sind Mehrschichtverbunde, in denen eine beliebige Anzahl von Einzelschichten
beliebiger Materialien schichtweise angeordnet sind. Die Eigenschaften der Einzelschaften
konnen dabei ebenfalls beliebig sein. Abb. 2.1 zeigt eine Prinzipskizze eines Laminats, das



18 LAMINATTHEORIEN

auch Schichten unidirektional verstiarkter Kunststoffe besteht. Die Schicht k sie durch den
Faserwinkel 6, in ihrer Richtung ausgezeichnet.

Schicht 5

%) Schicht 4

Schicht 3

Schicht 1

h<<ab ¢

= O

Abb. 2.1: Laminat (aus [100]).

Laminate werden {iblicherweise durch den sog. Laminat-Code beschrieben. Die Einzel-
schichten werden dabei durch ihre Faserrichtung gekennzeichnet, wobei die Faserwinkel in
eckigen Klammern zusammengefasst und die Schichten durch die Dicke des Laminats von
der untersten Schicht ausgehend in positive z—Richtung gezéhlt werden. Das Beispiella-
minat der Abb. 2.1 wiirde demgemé&f; bezeichnet werden wie folgt:

[0°/ + 45°/90°/ — 45°/0°] . (2.1)

Abkiirzungen im Laminat-Code sind iiblich und werden im weiteren Verlauf dieses Doku-
ments an den betreffenden Stellen erlautert.

Die weitere Nomenklatur verdeutlicht die Abb. 2.2. Das betrachtete Laminat habe die
Dicke h und sei aus N beliebigen Schichten zusammengesetzt. Das Laminat wird durch
die Laminatmittelebene an jeder Stelle halbiert. Das globale Bezugssystem x,y,z hat
seinen Ursprung in der Laminatmittelebene, die durch die Achsen x und y aufgespannt
wird. Die Einzelschicht k£ wird durch die beiden Dickenkoordinaten z,_; an der unteren
Grenzflache und z; an der oberen Grenzfliche begrenzt.

2.3 Klassische Laminattheorie

Die klassische Laminattheorie stellt eine der einfachsten und in der Praxis am weitesten
verbreiteten Laminattheorien dar. Sie ist die direkte Ubertragung der klassischen Kirch-
hoffschen Plattentheorie auf die Analyse ebener Laminate. Sie wird iiblicherweise dann
herangezogen, wenn das betrachtete Laminat hinreichend diinn ist (also h << a,b gilt)
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VA
A
! Schicht N !
h
rn z
z N
2 Schicht & z N-1
Y Az [Tk
A
z Laminat-Mittelebene
2
hi z |2
§ 0 Schicht 3
|/ Schicht 2
Y | Schicht 1

Abb. 2.2: Schnitt durch ein Laminat (aus [100]).

und transversale Schubverformungen keine Rolle in der Analyse spielen. Sie beruht auf
den folgenden Annahmen:

(i) Es wird ein perfektes Laminat mit perfekt miteinander verbundenen Schichten ohne
Schédigungen betrachtet.

(ii) Es wird ein ebener Spannungszustand im gesamten Laminat beziiglich der Dicken-
richtung vorausgesetzt.

(iii) Es werden die kinematischen Annahmen der Kirchhoffschen Plattentheorie verwen-
det, also die Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte und die Normalenhypo-
these.

(iv) Die Dicke h des Laminats bleibt wihrend des gesamten Verformungsvorgangs un-
verdndert.

Die Abb. 2.3 zeigt die kinematischen Annahmen (iii) und (iv) im Detail anhand eines aus
dem Laminat herausgeschnittenen Elements. Die Verschiebungen eines Punktes der La-

h

Unverformt i A
/ )
\
T

Abb. 2.3: Kinematik nach Klassischer Laminattheorie, aus [100].

minatmittelebene sind hier als ug und wy gekennzeichnet, und das Laminatelement weist
im verformten Zustand die Neigung % auf. Wir betrachten die folgenden Verschiebungs-
grofien:
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o uy(x,y), vy (x,y), wo (z,y) sind die Verschiebungen eines Punktes der Laminatmit-
telebene.

e u(x,y,z2),v(x,y,2), w(x, vy, 2) sind die Verschiebungen eines beliebigen Punktes im
Laminat auflerhalb der Laminatmittelebene.

Dariiber hinaus ergeben sich zwei Biegewinkel ¢, = v, (x,y) und ¢, = ¢, (z,y). An der
Abb. 2.3 kénnen wir folgendes ablesen:

up = ug — zp sin (=) = uo + 2 sin ;.. (2.2)

Wir betrachten im Weiteren kleine Verformungen und damit auch kleine Biegewinkel, so
dass:
ug = ug + 2. (2.3)

Diese Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Punkt auflerhalb der Laminatmittelebene, so
dass wir schreiben koénnen:
U= ug + 20,. (2.4)

Genauso kann man fiir die zweite ebene Verschiebung v schreiben:
v = vy + 2y (2.5)
Aufgrund der Annahme (iv) gilt, dass wy und w identisch sein miissen:
w = wo. (2.6)

Die Normalenhypothese schlieflich erfordert, dass:

. 8w0
sowie: 5
_ 0o
Uy =5 (2.8)

Das Verschiebungsfeld nach der Klassischen Laminattheorie ergibt sich also wie folgt:

ow
u(z,y,z) = uo(x,y)+z¢x(x’y):uo_za_mo7

0
U(J}7y72) = o (ZE,y) +Z¢y ($7y) = Vo _Zﬂ

oy’
’lU(iE,y,Z) = wg(x,y). (29)

Aus dem Verschiebungsfeld kann das Verzerrungsfeld berechnet werden:

ou o 8u0 82w0

S T o
ov  Ouy 0%wy

Syy = o T o TR )
dy Oy oy?
0

€2z = = = 07

3, =
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ou o _ow ow o
Tay = oy Oxr Oy Oz 0xdy’

_ o ou
fyIEZ - aZ 8x - I
ov  Ow
’sz - % + a_y = 0. (2.10)

Offenbar verbleiben im Rahmen der klassischen Laminattheorie nur noch die drei ebe-
nen Verzerrungskomponenten e€,,, €,, und 7,,. Die kinematischen Gleichungen werden
tiblicherweise in einer Vektor-Matrix-Schreibweise zusammengefasst wie folgt:

ey, y,2) | = | e(zy) | +2| w),(@,y) |- (2.11)
Yoy (7,9, 2) 72y (7, ) Koy (7,Y)

Hierin bedeuten e,,(z,y, 2), €yy(z,y, 2) und v,y (x,y, z) die Dehnungen und Gleitungen
0 0 . .

(T, Y); Yoy (2, y) sind die Verzer-
rungen der Laminatmittelebene, angedeutet durch den hochgestellten Index 0. Die Gro-
Ben k2, (z,y), K5, (x,y) und &2, (z,y) sind die Verkrimmungen und die Verdrillung der

Laminatmittelebene. Die kinematischen Grofien sind in Abb. 2.4 verdeutlicht. Sie sind

an einem beliebigen Punkt im Laminat, und €2 (z,y), ¢

Dehnung <%, Dehnung €9, Gleitung y3,

y y ¥y

L. L. L.

S v

Kriimmung k2, Kriimmung k9, Drillung k2,

Abb. 2.4: Verzerrungen der Laminat-Mittelebene (oben), Verkrimmungen und Verdrillung
der Laminat-Mittelebene (unten), aus [100].

definiert als:

auo 821110
Egz Oz ’igm 662x2
=&, |= , a?a , K= &), | =- —agjgo . (2.12)
0 Oug , Oug 0
Vay dy + o Ky 223}52

Mit Hilfe der nun eingefiihrten kinematischen Groflen kénnen die Spannungen in jeder
Einzelschicht des betrachteten Laminats berechnet werden. Das verallgemeinerte Hooke-
sche Gesetz fiir die k—te Schicht unter Beriicksichtigung des ebenen Spannungszustands
ergibt:

o Qn le Qlﬁ Eaxx
Qn Q22 Qzﬁ Eyy
Tay /4, Qe Q2 Qoo k Vzy
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Qn le Qm € Ko
= | Quz @2 @ e, |2 s || (2.13)
Qe Q2 Qoo & 723, ’igy

mit 2,1 < 2 < 2. Die beiden Normalspannungen o,,, 0,, und die Schubspannung 7,
héingen dabei von den sog. transformierten reduzierten Steifigkeiten Q;; (i, = 1,2,6)
ab, die sich aus der Transformation der reduzierten Steifigkeiten ();; aus dem lokalen
Schichtkoordinatensystem x;, x5, x3 in das globale System z, y, z ergeben wie folgt:

Qu = Quicos’0+2(Qra + 2Qss) cos® Osin? § 4 Qay sin 0,

Q2 = Qusin®0+2(Q12 + 2Qss) cos® fsin” 0 + Qo cos™ 0,

Q12 = (Qu + Q2 — 4Qg) cos® fsin® 6 + Q12 (cos* 6 + sin* ),

Qos = (Qu + Q22 — 2Q12 — 2Qgg) cos® fsin® § + Qg (cos™ 6 + sin 0) ,

Qs = (Qu — Q2 — 2Q¢) cos® Osinf + (Q12 — Qaz + 2Qgg) cos O sin® 4,

Qs = (Qu1 — Q12 — 2Qgs) cosOsin® O + (Q12 — Qo + 2Q¢s) cos® Osinf.  (2.14)

Die reduzierten Steifigkeiten lassen sich in jeder Schicht berechnen als:

Abb. 2.5: Achsentransformation fiir ein orthotropes Material, aus [100].

En Qg = FEao Q= V1292

1 — viov 1 — vy

Qu =

- )
1 — vi9v9y

» Qes = Gz, (2.15)

wobei E11, Fao, G1a, V12 und vy die elastischen Eigenschaften der betrachteten Einzel-
schicht sind, die wir hier als orthotrop annehmen wollen.

Wir betrachten im Folgenden die Schnittgrofien eines Laminats nach der klassischen Lami-
nattheorie. Diese sind die Schnittkraftfliisse N, N , Ny, sowie die Schnittmomentenfliis-

wzr HVyys
se MJ,, MJ,, M, . Die Schnittkraftfliisse lassen sich aus der Integration der Spannungen

zz) yy

Abb. 2.6: Schnittgrofien eines Laminats, aus [100)].
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durch die Dicke ermitteln:

Ny, L [ Ouwa
Ny, | = / | ow dz, (2.16)
Ngy 2 Tay

wobei die Integrale aufgrund der unstetigen Steifigkeitsverteilungen in den Schichten in
die Summe aus Teilintegralen zerfllt:

N k=N O
Ny, | = Z/ oy | dz (2.17)
ﬂ(ﬁ]y k=1 " Tl‘y k
Genauso wird fiir die Schnittmomentenfliisse verfahren:
Ma(c)z b Ozx k=N Zk Oz
0 2
M), :/h Oy | 2dz = Z/ Tyy zdz. (2.18)
ng -3 Tay k=1 7 Zk—1 Ty /o
Substitution des Hookeschen Gesetzes (2.13) ergibt:
Nya =N [ Qu Qi Qs | [/ et Faw \ |
No ) o= [ Qe Qe @u | [ e[ k]
N:?y k=121 Qi Qs (o6 | L ’ng /‘ﬂgy i
My, =N [ Qu Qe Qe | [ [ €2 Koo\ |
M, = / Q2 Q22 Q2 ey, | 2| Ky, zdz.
My, k=170 | Qe Qas Qos |, L\ iy Ky )
(2.19)
Ausfiihren der Integrationen ergibt:
N:(E):E [ A A A 1 823; [ Bi1 Bz Big figx
N{,)y = A Agy A €2y + | Bia By Bag "fgy )
Nﬁy i A Ass Asg 72y L Bis B Bes Ty
Ma?x [ Bi1 Bis Bis ] 521 [ Dii Dso D16 figm
M), Bia Bay Bag gy, | | Dz Do Do Ky
My, | Bis Bas  Bes o | Dig D2 Degs KD,
(2.20)

Wir haben hierin die folgenden Abkiirzungen verwendet (i, = 1,2, 6):

Aij = h@ijdz>
h
Bi; = 1@@‘2(12,
2
h
Dij = ’ Qijzzdz (221)
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Die GroBlen A;;, B;; und D;; spielen bei der Beschreibung von Laminaten eine zentrale
Rolle und werden als Membransteifigkeiten, Koppelsteifigkeiten und Plattensteifigkeiten
bezeichnet. In dem Falle, dass die Steifigkeiten der Einzelschichten in der jeweiligen Schicht
konstant sind, konnen die Integrale in Summen zerlegt werden, und wir erhalten:

k=N
Ay = Z Qi (21 — 25-1)
k=1

1 k=N ~
Bij = 5 Qi (21 — i) »
k=1
1 k=N ~
Dy = 3 Qijre (52 — 211 - (2.22)
k=1

In kondensierter Form ergibt sich (2.20) als:

Np, [ A A A Bu Bz Big Eoz

Ngy Ay Agy Ay Bia Baa B 52y

NSy _ A Ass Ase Bis B2 Beo ”ng (2.23)
ng By Bia Big Du Dz Dis ng ' '
ng Bz By By Diz Dan Dag /igy

My, | Bis By Bes Dis Das Des | \ sy,

Dies ist das konstitutive Gesetz fiir ein Laminat im Rahmen der klassischen Laminattheo-
rie. Die hierin auftauchende Matrix nennt man auch Steifigkeitsmatrix oder umgangs-
sprachlich ABD-Matrix. Symbolisch lautet (2.23):

<ﬁ;>:{é§]<§)' (2.24)

Eine Besonderheit bei der Analyse von Laminaten sind die sog. Koppeleffekte. Das Kon-

stitutivgesetz (2.23) zeigt, dass bei einer voll belegten Steifigkeitsmatrix eine beliebige
SchnittgroBe alleOVerzerrungen E0er €y Yoy aber auch die Verkriimmungen «9,, &5, und

die Verdrillung k;,, der Laminatmittelebene verursacht. Somit sind bei Laminaten i. Allg.

s
IS

die Scheiben- und die Plattenwirkung miteinander gekoppelt. Die Koppeleffekte werden
durch die Terme A;g, Asg im Membranquadranten, die Terme D14, Dog im Plattenqudran-
ten, sowie alle Koppelsteifigkeiten B;; hervorgerufen und werden wie folgt benannt.

Die sog. Schubkopplung tritt bei Laminaten auf, bei denen die Membranterme Aqg, Asg un-
gleich null sind. Dann verursachen Dehnungen €9, 52y die Laminat-Schnittkraft Ngy. Eine
Schubverzerrung +y, verursacht die beiden Laminat-Schnittkrifte N9, und N),. Lamina-
te, bei denen die Schubkopplungs-Terme Aqg, Asg verschwinden, werden als ausgeglichen

bezeichnet.

Die sog. Biege-Drill-Kopplung tritt auf, wenn die Plattensteifigkeiten Dyg und Dsyg nicht

verschwinden. Die Verkriimmungen x9,, x, rufen dann das Drillmoment M, hervor.

Analog sorgt die Verdrillung ﬁgy fiir das Auftreten der beiden Biegemomente MY und
0

M,,.

Die sog. Biege-Dehn-Kopplung liegt stets dann vor, wenn eine oder mehrere Koppelstei-

figkeiten Bj; nicht zu null werden. Die Verzerrungen 9, €y,, 7, sorgen dann fiir das
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Auftreten der Schnittmomente M2, ng, ng. Genauso sind dann die Verkriimmungen
0s gy, und die Verdrillung s, die Ursache fiir das Auftreten der Laminat-Schnittkréfte

N? . Ngy, Ngy.

Koppeleffekte sind i. Allg. unerwiinschte Effekte, die ausschliellich bei geschichteten Fla-

chentragwerken auftreten und von klassischen isotropen Flachentragwerken nicht bekannt

sind. Sie sorgen meist fiir eine Herabsetzung der mechanischen Performance solcher Bau-

teile und erschweren die analytische Behandlung von Problemstellungen der Composite-

Mechanik oftmals erheblich.
Wir wollen nachfolgend die Belegung des Konstitutivgesetzes (2.23) fiir ausgewihlte Klas-

sen von Laminaten behandeln.

Liegt der besondere Spezialfall eines Laminats mit einer einzigen Einzelschicht (N = 1)
vor, die dariiber hinaus isotrop ist, dann vereinfacht die ABD-Matrix ganz erheblich wie
folgt:

[ A, A, O 0 0 0 7
Ay Ay 0 0 0 0
AB]l | 0 0 A 0 0 0
{é 2] - 0 0 0 Dy Dy 0 (2.25)
0 0 0 Dijs Dy 0
0 0 0 0 0  Des |

In einem solchen Laminat, das gleichzusetzen ist mit einer isotropen Scheibe bzw. Platte,
treten also keinerlei Koppeleffekte auf. Das Scheiben- und das Plattenverhalten sind also
vollstandig entkoppelt. Somit beinhaltet die klassische Laminattheorie die Plattentheorie
nach Kirchhoff als Spezialfall. Die einzelnen Eintrdge der Konstitutivmatrix lassen sich
angeben wie folgt:

Eh Eh
A =Quh = 1= 2 Ay = Qaoh = 1= 2
vEh
Ajp = Qr2h = 1= 2 Ags = Qesh = Gh,
h? EhR3 h? Ehn?
D = —_— = — D f— - ==
1n=0Qn G 21— 92 = Q22 2 120—n)
h3 vEhR? h®  Gh3
D= Qo = — Dy = Qpp— — —— 2.2
12 = Q12 D 21— 66 = Qo6 D 19 (2.26)

mit den isotropen Eigenschaften F, G und v.

Der Spezialfall einer orthotropen Einzelschicht (N = 1) ergibt eine identische Matrix
wie in (2.25), jedoch berechnen sich die einzelnen SteifigkeitsgroBen basierend auf den
Ingenieurkonstanten Fiy, Fao, V12, V91 und Gia:

Eh Eyh
Ay =Quh = ;, Ay = Qaoh = L,
1 — V919 1 — viavy
VioEaoh
A = Q2h = 112—22, Ags = Qesh = G12h,
— V1291
h? Ei k3 h? Eqsh?
Dy = — = Doy = — =
n=0Qug 12(1 = viorey) 2 @y = 13 (1 — vyovar)’
h3 V12E22h3 h3 G12h3
Dy = — = Dgs = — = ) 2.27
12 = Q12 12 12(1 = vravm)’ 66 = Qo6 12 12 ( )
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Somit enthélt die klassische Laminattheorie auch die Kirchhoffsche Theorie orthotroper
Platten als weiteren Spezialfall.

Liegt eine anisotrope Einzelschicht vor, deren Materialhauptrichtungen x,, z, x3 nicht
mit dem globalen Bezugssystem x, y, z zusammenfallen, dann ergibt sich eine Belegung
des Konstitutivgesetzes wie folgt:

[ A A A O 0 0 7
B D 0 0 0 Dy Du D | '
0 0 0 Dia Doy Daog
0 0 0 Dig Dy Des |

In diesem Falle treten also iiblicherweise sowohl Schubkopplung als auch Biege-Drill-
Kopplung auf. Die Biege-Dehn-Kopplung hingegen ergibt sich hier nicht. Die Steifigkeits-
grofien in (2.28) lassen sich angeben als:

) R
Aij = Qish, Dij = Qi3 (2.29)

Liegt ein Laminat vor, das hinsichtlich seiner Mittelebene symmetrisch aufgebaut ist, dann
kann die Biege-Dehn-Kopplung in jedem Fall ausgeschlossen werden:

Ay A A O 0 0 7

A Agy Ay 0 0 0
A A Ags 0 0 0

= . 2.

] 0 0 0 Dy Dis Dqg (2.30)

0 0 0 Dis Doy Dog

0 0 0 Dis Dy Des |

[isv][E=
[iS][isv

Jedoch kann auch bei symmetrischen Laminaten nicht unbedingt davon ausgegangen wer-
den, dass die verbleibenen Koppeleffekte zu null werden.

Kreuzverbunde sind Laminate, bei denen die Einzelschichten ausschliefSlich unter den Win-
keln 6, = 0° oder 6, = 90° ausgerichtet sind. Bei Kreuzverbunden verschwindet stets die
Schubkopplung (A5 = Ags = 0), genauso wie die Biege-Drill-Kopplung (D1 = Dag = 0).
Ob Biege-Dehn-Kopplung vorliegt héngt ausschliellich von den Symmetrieeigenschaften
des betrachteten Laminats ab.

Winkelverbunde sind solche Laminate, bei denen zu jeder Schicht mit dem Winkel 6
eine Schicht mit dem entgegengesetzten Winkel —6 vorliegt. Die Position der Schichten
im Schichtverbund spielt bei dieser Definition keine Rolle. Winkelverbunde sind stets
ausgeglichen, so dass A1 = Ags = 0 gilt. Ob Biege-Drill-Kopplung sowie Biege-Dehn-
Kopplung auftreten héingt vom konkreten Fall ab. Die typische Belegung der ABD-Matrix
eines symmetrischen Winkelverbundes ist nachfolgend gegeben:

A, A, O 0 0 0
Ay Ay O 0 0 0
0 0 Ag 0 0 0

]_ 0 0 0 Dy D Dy | (2:31)
0 0 0 Dis Dy Dy
0 0 0 Dig Dog Deg

[Isv][=
I11%
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Biege-Drill-Kopplung ist hier zu beriicksichtigen.

In vielen technischen Anwendungen finden die sog. quasi-isotropen Laminate Verwendung.
Es handelt sich dabei um Laminate, bei denen das Scheibenverhalten isotrope Eigenschaf-
ten aufweist. Es gilt dann Ay = Ay und Agg = % (A1 — Ajg). Eine typische ABD-Matrix
fiir einen symmetrischen quasi-isotropen Lagenaufbau lautet:

[ A A 0 0 0 0 ]
A12 AH O O 0 0
{4 g}: 0 0 2(A1—-Ap) 0 0 0 (2.32)
B D 0 0 0 Dy Dis Dig |- ‘
0 0 0 Dis Diy Do
L 0 0 0 D16 D26 D66_

Quasi-isotrope Laminate sind somit in allen Féllen ausgeglichen und weisen keine Schub-
kopplung auf. Hingegen weist der Plattenquadrant nach wie vor anisotrope Eigenschaften
auf, und Biege-Drill-Kopplung ist i. Allg. zu beriicksichtigen. Ob Biege-Dehn-Kopplung
auftritt héangt ausschliellich von den Symmetrieeigenschaften des Laminats ab.

2.4 Schubdeformationstheorie 1. Ordnung

Eine Erweiterung der klassischen Laminattheorie liegt mit der sog. Schubdeformations-
theorie 1. Ordnung vor. Sie basiert auf den folgenden Annahmen:

e Auch hier gehen wir von einem ebenen Spannungszustand hinsichtlich der Dicken-
richtung aus, und zwar insbesondere beziiglich der Normalspannung o.. .

e Die Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte wird aufrecht erhalten, jedoch
wird die Normalenhypothese fallengelassen. Ein ebener Querschnitt bleibt demnach
im verformten Zustand zwar eben, aber nicht mehr notwendigerweise senkrecht zur
Laminatmittelebene.

e Die Dicke h bleibt auch hier wiahrend des Verformungsvorganges unveréandert.

Die sich daraus ergebende Kinematik ist in Abb. 2.7 gegeben. Demnach sind die beiden

uB
uO ZBQ/}x
U
z ’ o,
Verformt ’ 7487
h ¢
/Unverformt i ﬁ Z ’ w,
1P 14 o
| § ~
D

T

Abb. 2.7: Laminatelement nach Schubdeformationstheorie 1. Ordnung, aus [100].

Biegewinkel 1, und 1, nun nicht mehr mit der Neigung der Laminatmittelebene in Verbin-
dung zu bringen, sondern stellen vielmehr eigensténdige und unabhéngige Freiheitsgrade
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dar. Nach Schubdeformationstheorie 1. Ordnung liegen also fiinf Freiheitsgrade vor, ndm-
lich die Verschiebungen wug, v, wo der Laminatmittelebene (die auch in der klassischen
Laminattheorie auftauchen) und die beiden Biegewinkel ¢, und t,,.

Das Verschiebungsfeld nach der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung lésst sich an Abb.
2.7 unmittelbar ablesen:

u(z,y,2) = uo (2,y) + 2tba (2, y) ,
v(z,y,2) = vo (z,9) + 2y (2,y), (2.33)
w(z,y) = wo (z,9).

Das resultierende Verzerrungsfeld lautet dann:

ou - 8U0 O@Dx

o T % o T on
_ Ov O oY,
T Gy Ty Ty
ow
2z = 5_07
_Ou  Ov Oug  Oug Y, O,
Tay = 8y+8:c_ 8y+8x+z<8y + or )’
ou Ow  Owy
T T g e e P
ov Ow Owy
VYyz = §+a_y—a_y+¢y' (2.34)

Entgegen der klassischen Laminattheorie verschwinden hier nun die beiden transversalen
Schubverzerrungen +,, und 7,. nicht, die sich hier als konstante Funktionen in Dicken-
richtung z ergeben. Die Dehnung ¢,, bleibt hier jedoch null.

Die ebenen schichtweisen Spannungen lassen sich genau wie im Rahmen der klassischen
Laminattheorie berechnen als:

Ozg @11 C:Zm C216 Exx
Uyy = 6_212 6_222 6_226 gyy . <235)
Tay / Qe Q2 Qso k Vay

Aus dem verallgemeinerten Hookeschen Gesetz fiir dreidimensionale anisotrope Festkorper
konnen zusétzlich die transversalen Schubspannungen 7, und 7,. ermittelt werden:

Tyz _ Cj44 C145} (’Vyz) 936
(sz)k {045 Css g \ Jzz ' ( )

Hierin sind Cly, Cs5, Cys5 die transformierten Steifigkeiten eines monoklinen Materials. Fiir
néhere Einzelheiten wird z.B. auf [100] verwiesen. Die hiermit ermittelbaren Schubspan-
nungen weisen in jeder Einzelschicht konstante Verlaufe auf. Die resultierenden Querkréfte
Q, und @), lassen sich ermitteln als:

Q 3 T, = 044 C_'45 Y
(8)-17 (o) 1& &) oo
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Zerlegung in Teilintegrale ergibt:

k=N = =
Qy ) /Zk |: C'44 C45 :| ( Vyz )
= = = dz. 2.38
( Qx kz:; 2ol Csis Css g \ Jzz : ( )
Ausfiihren der Integrationen liefert:

Qy ) [ Ap Ags } ( Vyz )
= . 2.39
( Qa Ags Ass Vaz ( )

Die neuen Groflien Ay, Ass und Ays stellen die transversalen Schubsteifigkeiten des La-
minats dar:

NIy

+3 k=N oz, N
Ay = /h Cudz = Z/ C44,kd27
2 k=1 Y Zk—1

+

— k:N %k —
Ass = Cssdz = Z/ C55,kd27
k=1 Y %k—1

_h
2

4 k=N .z
A45 = / é45d2 = / 6_(45,]@(12. (240)

Bei elastischen Schichteigenschaften, die konstant iiber die Schichtdicke hy sind, sind die
Integrale elementar 16sbar wie folgt:

[Ny

SIS

Ay = 44 k (Zk - Zk—l) = 44,khk7

Ass = Z Oss ks
Ap = 45,k (2.41)

Es ist dabei zu beachten, dass die Schubspannungen 7., und 7, sind in jeder Laminatein-
zelschicht konstant sind. Dies steht jedoch im Gegensatz zu den realen Verhéltnissen, wo
man i. Allg. parabolische Verlaufe antreffen wird. Man schafft sich hier Abhilfe, indem ein
sog. Schubkorrekturfaktor K eingefiithrt wird, mit dem die Schubsteifigkeiten Ayy, Ass,

Ays modifiziert werden:
Tyz Cu Cus } ( Vyz )
=K | - ~ . 2.42
( Taz )k { Cys  Css g \ Jzz ( )

Qy)z {A44 A45](7yz)

( Qx K Ags Ass Yoz ) <2'43>
5
6

Damit ergibt sich:

Wir werden in allen nachfolgenden Untersuchungen stets den klassischen Wert K =
ansetzen, der fiir isotrope und orthotrope Platten exakt gilt.
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Das Konstitutivgesetz nach der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung lautet schlief3lich:

duqg
ox
NO _ - Ovg
N%x A Az A B Biz Bis 0 0 Oy
yy A1z Az Asg Bia Bay By 0 0 dug + dvg
Nf%y A A Aes Bis B Bgs 0 0 yawz *
Mg, _ | Bu Bz Bis Du Dz D 0 0 Oz (2.44)
ng Bia By Bys Diz Diy Dog 0 0 % ’ )
ng Big Bas Bgs Dig Dz Deg 0 0 0 yaw
0 0 0 0 0 0 0 KA KAy 8; + o
Y 0 0 0 0 0 0 KAy KAss dwg
Q:v - = ay +7/}y

In symbolischer Form lautet es:

N A B 0 g’
M |=|B D 0 K (2.45)
Q Q Q és 15

2.5 Schubdeformationstheorie 3. Ordnung

Die Schubdeformationstheorie 3. Ordnung geht auf Reddy (s. dazu das Standardwerk
[18]) zuriick. Sie lasst die Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte sowie die Nor-
malenhypothese fallen und lasst Querschnittsverwolbungen zu. Jedoch bleiben hier die
Annahmen vom Verschwinden der Normalspannung o, und der Unverénderlichkeit der
Laminatdicke h erhalten. Die kinematischen Annahmen nach dieser Theorie sind in Abb.
2.8 im Vergleich mit der klassischen Laminattheorie und der Schubdeformationstheorie 1.
Ordnung dargestellt, die hier der besseren Ubersicht noch einmal dargestellt ist. Es wird
das folgende Verschiebungsfeld verwendet:

w(z,y,2) = uolx,y) + 2be(x,y) + 220.(x,y) + 22 Xo(2,7),
v(z,y,2) = vo(x,y) + 2y (2,y) + 2°0,(z,y) + 2° M\, (2, ),
w(z,y) = wo(z,y). (2.46)

Dabei sind 9, ¥y, 0,, 0, Az, Ay noch unbekannte Funktionen, die die Verformungen des
Laminat-Querschnitts abbilden. Es liegen damit zunéchst neun unbekannte Funktionen
vor. Die Verschiebungen ug, vy, wy sind die Verschiebungen der Laminatmittelebene, und
die Biegewinkel 9, und 1, stellen die Neigungen der Querschnittsverwolbung auf der
Laminat-Mittelebene bei z = 0 dar:

_8u _(%

= : = . 2.47
¢ 82 o ¢y az 0 < )
Die weiteren Gréfien 0, 6, A;, A, lassen sich interpretieren als:
0% 0%v O v
20, = — , 20, = — , 6A\, = — , 6\, = — 2.48
02| _, Y022, 023 __, Y08, (248)

Fordert man, dass die transversalen Schubspannungen 7,. und 7,. an den freien Oberflé-

chen des Laminats bei z = —% und z = —1—%) zu null werden miissen, dann zeigt sich,
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_on
=
h
Verformt A%
Ox
z
h
Unverformt l
|
T
(o8
h 0
Verformt Aafwo
X
z
h
Unverformt l
|
T
e
h 0
Verformt Aafwo
X
z
h
Unverformt l
|

?

Klassische Laminattheorie

_ oW,
U=uy—z -2
ox
\
v:vO—z—(3 0
Oy

w=w,

Schubdeformationstheorie
1. Ordnung

U=u,+zy,
v=v,tz1,
W=W,

Schubdeformationstheorie
3. Ordnung nach Reddy

u=u, "tz +z0,+z°)\,
V=V, tzi,+290,+2°),
w=wn,

Abb. 2.8: Vergleich der einzelnen behandelten Laminattheorien, aus [100].

dass dies nur dann erfiillbar ist, wenn die Schubverzerrungen +,. und ~,. dort ebenfalls
verschwinden. Man erhélt daraus die folgenden vier Bedingungen:

88—120+¢y—h9y+37h2%
%—I;Hwﬁheﬁ%mxy
%—i—zﬁx—h@—l—%ﬂ)\x
%+¢x+hex+%h2>\x

Es ergibt sich daraus fiir 0, 8,, Az, A

4 811)0 4
0. =0, 92/*07 AI_%(IDDE‘F )> Ay‘@(%ﬂra—y

Ex

(2.49)

871)0

) . (2.50)
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Das Verschiebungsfeld (2.46) geht dann in die folgende Form iiber:

wehd) = o)+ 2valon) - 3o (o) + 250,

v(z,y,2) = wvlz,y) + 2y (z,y) — §h2 (q/;y( y) + —oy
w(z,y) = wolz,y). (2.51)

Es verbleiben somit auch im Rahmen der Schubdeformationstheorie 3. Ordnung fiinf Frei-
heitsgrade.

Die Verzerrungen lassen sich ermitteln wie folgt:
c @ _ % + 281/}:16 4 81/}90 + a2w0
. or  Ox dx  3h?\ Oz 8:62 ’
dv vy 8% 423 (&by N )

Euy oy (9_y ay 3h2 \ Oy 0y?
ow
2z — 5 :07
c 0z
ov Ow 422 Owy Owy
'sz — &"‘a_y—i/}y_ﬁ(wy 8_y)+8_y’
6u 8w 422 Owyg Owy
= gt g = (0 )+
ou av Ooug  Ov o, O 423 (O, O J*w
oy = 00 _Oo | O, (OVe | OUy - Vo | Oy g0 )
Jdy Ox 0OJy Oz oy ox 3h% \ Oy ox 0xdy
(2.52)
In einer Vektor-Schreibweise erhalten wir:
(0) dug (1) Oy
6;1;3; 8])3}'
0 _ o | _ I o_ | .o |_ o5,
= “u oo | u Yo ’
U (%
ey oy tor v By O
__4_ 3%
e 3n?
3 (3) _ 4
Yy 4 (a¢x+3¢y+ g wo)
3n2 \ Oy Oz Oxdy
0 0 2 4 ow
0 _ %53) [ vty @ _ %(/;) I (v + 88y°)
- ~9 Yy + 551:;0 - ~2) f% (wm - 5{;0)
(2.53)

Das Verzerrungsfeld lautet dann:

|
|
+
w
|
G
+
w
w
&

7 = 279+ (2.54)
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Mit den Schnittgréflendefinitionen

N:g:p +4 [ Oz

MO — Ng?y :/h Oyy dZ,
Ngy 2 Tay
Ma(:)ac +% Oz

MO = M%)y :/h oy | 2dz,
Mxy T2 Toy

_ Qy _ *3 ( Tyz ) z

sowie den folgenden neu hinzukommenden Schnittkraftgrofien

Pxx +% Ozz
_ _ 3
P = P, | = / . oy | 2°dz,
P, 2 Tay

4R
R — ( gy > :/ i ( - >z2dz (2.56)
T _h Tz

lautet das konstitutive Gesetz fiir ein Laminat im Rahmen der Schubdeformationstheorie
3. Ordnung nach Reddy wie folgt:

3uo
g:c
Vo
Ny, ) Oy
0
Nyy ya¢m v
N, )
| _ 2
MO, BDE 0 0 oy O
xy = = = = = 7i 61/)3« + 8211.)0
0 2
Py, 0 00 és Qs —# % + 36;1;0
Py L Q 2 Q 25 £5 i 4 (O, , Oy 9wy
Qy - 3h? < oy +3x+28x8y)
Jw
Q:c Q/Jy + 3?0
R Jwg
’ Vot oy
Ry _4 (¢ 4 %)
]312 Y 8y

In symbolischer Form lautet es:

NO A B E 0 0 e®
M° BDFE 0 0 e®
P |=|EEH 0 0 e® |, (2.58)
Q 00 0 A Dgff @
R |0 0 0 Dy Eg |\
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mit der Laminat-Steifigkeitsmatrix gemé&f:

[ A Ais A Bu Bz Bis Eu Eia Eig
Ap Agp A Bia By Bog Eia Ex Fa
A A Ass Bis B Bss FEis Eas  Ees
By Bz Big D D Dig Fui Fia Fig
By By Bos Diz Dy Dy Fia Faa I
Big By Bes Dis D Des Fis Iz Fés

= | Eu Ewn Eg Fu P Fie Hin Hp Hig
Eyy Es Eos Fia Fa Fy Hiz Ha Hag
Ewe Ess Ees Fie Fas Fee His Ha Hes

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

| 0 0 0 0 0 0 0 0 0

coocoooo oo cioluluwik

Ay
Ags
Dy
Dys

B E 0 0]
DF 0 0
F H 0 0
00 A, D
0 0 Dy E. |
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Ags Dy Dys
Ass Dys  Dss
Dys Fu Fis
Dss  Fys  Fss

(2.59)

Neben den bereits bekannten Groflen A, B, D nach der Klassischen Laminattheorie und

der Matrix der transversalen Schubsteifigkeiten A nach der Schubdeformationstheorie
1. Ordnung tauchen hier die zusétzlich Tellmatrlzen E, F, H sowie D und F auf, die
man als transversale Schubsteifigkeiten interpretieren ‘kann. Die zusatzhchen Kraftgroﬁen
P und R lassen sich als Wolbmomente auffassen. Somit zeigt es sich, dass man sich
potentielle Verbesserungen bei der Berechnungsgenauigkeit mit einem erhchten Aufwand
bei der Berechnung im Vergleich zu den vorhergehenden Laminattheorien erkauft.

Die hier neu eingefiihrten Steifigkeiten lauten:

Ey Eip B k=N .z, C:211
E = | By By B :Z/ Q1
| B¢ Eos Ees k=121 | Q6
[ Fin Fip Fis k=N .z, Qn
F = Fiog Fyy Iy | = / Qu
| Fie I Fes k=1"%-1 ] Q6
Hy Hyp Hig k=N .z, @11
H = Hyy Hy Hy | = / C_Qu
| Hig Hys Heg k=1 "%R-1 | Qe
und
k=N ., -~
D - {D44 D45]: /k {044
=5 Dys;  Dss 1 Cus

C:212
QZQ
Q26
Q12
Q22
Q26
C:212
QQQ
Q26

Cis
055

Qus
Q26
Qes |,
Qus
Qs
Qoo |,
Qus
Qs
Qes |,

23dz,
2z,
28dz,

(2.60)

] 22dz,
k
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k=N - -
Fy Fys } / o { Cu Cus } 4
F = = - - Z dz. 2.61
=5 { Fys  Fss ; o Css Css & ( )

Liegen schichtweise konstante Eigenschaften vor, dann ergibt sich:

1 k=N ~
By = 72 @ik (2 — Z1),
k=1
1 k=N ~
By = ¢ D Quik (3 = 21)
k=1
1 k=N -
Hij = ? Qijvk (Z,Z - lefl)' (262)
k=1

Diese Ausdriicke beinhalten Potenzen vierter Ordnung oder hoher, so dass davon aus-
gegangen werden kann, dass der Einfluss dieser Gréflen erst bei recht dicken Laminaten
merklich wird und bei hinreichend diinnen Laminaten vernachlissigbar ist.
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Kapitel 3

Vorauslegung eines Hallenrahmens

3.1 Struktur und Einwirkungen

Um moglichst praxisrelevante Ergebnisse zu erarbeiten, wird als Referenz eine typische
Hallenstruktur betrachtet, die im Bauwesen viele unterschiedliche Einsatzmoglichkeiten
besitzt. Neben Veranstaltungs-, Sport- und Industriehallen wird diese Hallenstruktur auch
fiir Bahnhofe und Flughéfen eingesetzt. Eine {ibliche Hallenkonstruktion besteht aus meh-
reren hintereinander gelegenen Rahmen (siehe Abbildung 3.1). Zwischen den einzelnen
Rahmen werden Quertréiger bzw. Pfetten eingebaut. An den Pfetten werden sowohl Dach-
und Wandverkleidungen als auch Dachrinnen montiert. Zusétzlich gibt es noch Windver-
bénde, die schrig zwischen den Rahmen bzw. am Traufrand und an gewissen Punkten
der Binder angebunden werden.

L L1 1/
I

Abb. 3.1: Typische Hallenstruktur im Bauwesen.

In dieser Arbeit soll nicht eine vollstdndige Hallenstruktur analysiert werden, sondern
nur ein einzelner Hallenrahmen. Hierbei setzt sich jede einzelne Rahmenstruktur aus zwei
Stielen und zwei Riegeln zusammen. Die vertikal aufgestellten Trager, die als fest im den
Boden eingespannt angenommen werden, sind die Stiele. Die Riegel bilden die Grund-
struktur fiir das Hallendach. Folgende Vereinfachungen werden hierbei angenommen:

e Sowohl die Verbindung zwischen den Stielen und Riegeln als auch der Anschluss
zwischen den linken und rechten Riegeln (Firstpunkt genannt) werden als biegesteif
angenomimen.
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e Die Biegebelastungen zwischen den einzelnen Hallenelementen werden ohne Ein-
schréankungen iibertragen.

e Die Stiele werden als fest eingespannt angenommen. An diesen Enden werden so-
wohl die drei translatorischen (u, v, w) als auch die drei rotatorischen (R,, R,, R.)
Freiheitsgrade blockiert.

e Verbindungselemente und Anschlusselemente werden in hier nicht beriicksichtigt.

e Die vier Triager konnen einen beliebigen Querschnitt besitzen. Typische Varianten
wéren z.B. I-, T-, C, Z-, und L-Profile.

15m

T7777 7777

Abb. 3.2: Der analysierte Hallenrahmen.

Durch die Nichtberiicksichtigung der Pfette, die durch den Firstpunkt verlauft, kénnen
bestimmte globale Stabilitdtsprobleme des Hallenrahmens auftreten. Die Riegel kénnen
ohne seitliche Stiitzung ungehindert den Stabilitéitsfall Biegedrillknicken aufweisen. Wer-
den die oben angefiihrten Bedingungen eingefiihrt, besteht der zu analysierende Rahmen
nur noch aus vier Trégern, wobei jeweils zwei Stiele und Riegel vorhanden sind.

Die Abmessungen der Rahmenstruktur kénnen aus der Abbilldung 3.2 entnommen wer-
den. Dementsprechend konnen folgende Mafle definiert werden:

e Spannweite b = 15 m
e Traufhohe h; = 4,5 m
e Dachneigung ¢ = 10°.

Die Ausdehnung der gesamten Hallenstruktur in der Langsrichtung kann mehrere Dut-
zend Meter annehmen, jedoch ist das Langenmaf frei wéhlbar. Der Abstand zwischen
den einzelnen Rahmen soll 3 m betragen. Angesichts dieser Bemaflungen kénnen fiir die
einzelnen Tréager folgende Léngen ermittelt werden:

e Stiellinge L, =4,5m
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e Riegelldnge L, = 7,615 m.

In der folgenden Abbildung sind die Abmessungen grafisch dargestellt.

oM '
7181 Riegel

4.5m

Stiele

T7777

Abb. 3.3: Abmessungen der Stiele und Riegel.

Weitere typische Abmessungen der Hallenquerrichtung, die im Rahmen des Bauwesens
eingesetzt werden, sind in der folgenden Tabelle aufgelistet In dieser Arbeit wird haupt-

Traufhohe h; | Spannweite b | Dachneigung ¢
Hallennummer

m] [m] ]
I 4,0 12 5
II 4,0 12 10
III 4,5 15 5
1A% 4,5 15 10
\Y 5,0 20 5
VI 5,0 20 10

Tabelle 3.1: Typische Hallenabmessungen.

séchlich die Halle IV in Betracht gezogen und untersucht. Im nichsten Schritt werden
die auf den Hallenrahmen einwirkenden Belastungstypen beschrieben. Im Allgemeinen
werden bei der Auslegung von Hallenstrukturen folgende Belastungen beriicksichtigt:

e Eigengewicht infolge der Erdbeschleunigung g = 9, 81%

e Schneelasten nach DIN-1055-5
e Windlasten nach DIN-1055-4

e Lasten aus Temperaturdifferenzen.
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In dieser Arbeit wird die letzte Lastannahme jedoch vernachléssigt. In den néchsten Schrit-
ten werden die einzelnen Lastannahmen, die auf die Rahmenstruktur wirken, néher be-
schrieben.

Eigengewicht

Das Eigengewicht der Rahmenstruktur hingt sowohl von der Materialauswahl als auch
von der Querschnittsgeometrie der verwendeten Triager ab. Das Eigengewicht bezieht sich
immer auf die Gesamtlinge eines Bauteils. Bei geneigten Bauteilen, wie z.B. dem Riegel
in der Rahmenstruktur, muss das Eigengewicht sich auf die gesamte geneigte Léinge des
Bauteils beziehen (siehe Abbildung 3.4).

T Z
>X
Abb. 3.4: Hallenrahmen unter Eigengewicht.

Das Eigengewicht wirkt stets in Richtung der Erdbeschleunigung. Allgemein wird das auf
die Lange beziehende Eigengewicht wie folgt berechnet:

Uber das zweite Newtonsche Gesetz
F=m-g (3.2)
und iiber die Formel der Dichte p
m
= — 3.3
p V ) ( )

wobei sich das Volumen V' aus der Multiplikation der Querschnittsfliche A und der Ge-
samtlinge L eines Bauteiles bildet (es gilt: V' = A- L), kann fiir das Eigengewicht folgende
Gleichung abgeleitet werden:

F m-g—p-v.g—p-g-A.L

Ce=T="7 L L

= Gp=p-9g-4, (3.4)

Das Eigengewicht hingt von der Dichte p des Werkstofts, von der Erdbeschleunigung ¢
und der Querschnittsfliche A des Bauteils ab.
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Schneelast

Im néchsten Schritt soll die Schneelast als weitere Einwirkung analysiert werden. Der cha-
rakteristische Wert fiir die Schneelast wird mit s, angegeben. Fiir regionale Gebiete gibt
es unterschiedliche Intensitdten der Schneelast. Hierfiir wird das Gebiet der Bundesrepu-
blik Deutschland in die Schneelastzonen 1, la, 2, 2a und 3 aufgeteilt (siehe Abbildung
3.5). Die Schneelasten fiir Deutschland sind in der Norm DIN 1055-5 geregelt.

Zone 3&
/
Rostock %

Berlin
[ ]

Hannover
°

o/Magdeburg

Diisseldqy Ka ®Nordhausen g ejpzi
°

Erfurt

Abb. 3.5: Schneelastzonenkarte fiir das Gebiet der Bundesrepublik Deutschland.

Die Zone 1 besitzt die niedrigste Schneebelastung. Die Intensitédt nimmt bis zur Zone 3 zu
und erreicht den héchsten Wert. Neben der geografischen Lage héngt die Schneelast auch
von der topografischen Hohe ab. In der folgenden Tabelle sind fiir die unterschiedlichen
Schneelastzonen in Deutschland die charakteristischen Werte s;, fiir die Schneelast mit
den dazugehorigen Formeln aufgelistet: Fiir jede in der Abbildung 3.5 dargestellte Zone
gibt es einen Mindestwert fiir die charakteristische Schneelast, auch Sockelbetrag genannt.
Der Parameter Ay gibt die Geldndehohe in Metern iiber den Meeresspiegel an. In dieser
Arbeit soll Hamburg als regionaler Standort fiir die Rahmenstruktur dienen. Aus diesem
Grund wird gemé&fl Abbildung 3.5 die Schneelastzone 2 fiir die folgende Berechnungen
festgelegt. Die folgende Formel gilt fiir den charakteristischen Wert sy:

Ay + 140\ 2
760

Die Gelédndehohe iiber dem Meeresspiegel wird fiir den Standort Hamburg auf 15 m fest-
gelegt. Setzt man diese Hohe in die Gleichung (3.5) ein, erhiilt man eine Flichenbelastung

sp=0,25+1,91 ( (3.5)
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Charakteristische Schneelast | Mindestschneelast

Schneelast
chneelastzone [%] [fn—]g]

Zone la sp=1,25(0,19+0,91 (%)2 > 0,81
Zone 2 s = 0,25+ 1,91 (4tl0)* > 0,85

Tabelle 3.2: Formeln der charakteristischen Schneelast fiir alle Schneelastzonen [49].

von s, = 0, 328%. Da dieser Wert niedriger ist als der feste Sockelbetrag (siche Tabelle
3.2), wird die charakteristische Schneelast mit s, = 0, 85’;—1\27 festgelegt.

Die Schneelast wirkt ausschliellich auf die beiden geneigten Riegel. Die anzusetzende
Schneelast wirkt stets vertikal in Richtung der Erdbeschleunigung. Besitzt die Struktur
einen Dachneigungswinkel, muss die charakteristische Schneelast s; mit einem Formbei-
wert i (¢) multipliziert werden. Dieser Formbeiwert hiangt vom Neigungswinkel des Dachs
ab. Fiir diesen Formbeiwert i (¢) gibt es in Bezug auf bestimmte Winkel einen Wert, der in
Tabelle 3.3 wiedergegeben wird. Angesichts dieser Tabelle ergibt sich bei einem Dachnei-
gungswinkel von ¢ = 10° ein Formbeiwert von p (¢ = 10°) = 0, 8. Die Schneelast wird als

Dachneigungswinkel || Formbeiwert
¢ [] p(e) [
0° < < 30° 0,8
o ° 0,8(60°—p)
@ > 60° 0

Tabelle 3.3: Formbeiwert abhéngig vom Dachneigungswinkel [49].

Linienlast angegeben. Aus diesem Grund muss die wirkende Schneelast, die sich auf eine
Fléche bezieht, mit einer Referenzlénge a,.; multipliziert werden. Im Folgendem wird fiir
die Referenzlénge a,.; = 3m festgelegt. Die anzusetzende Schneelast wird folgendermaflen
berechnet:

St = i (p) SkQref (3.6)

und es stellt sich ein Wert von Sy, = 2040% ein. Die auf die Rahmenstruktur wirkende
Schneelast wird in der folgenden Abbildung grafisch dargestellt.
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Schneelast

v vy

TZ

Abb. 3.6: Hallenrahmen unter Schneelast.

Windlast

Wir beschranken uns auf die Windlasten, die als mafigebliche Horizontallast gelten. Diese
Lasteinwirkung ist nach der Norm DIN-1055-4 ausfiihrlich definiert worden. Die Windlast
wirkt auf die &ulere Fassade der Struktur und ist unabhéngig von der Himmelsrichtung.
Da hier ein ideal geschlossenes System untersucht wird, werden Windlasten im Innenbe-
reich nicht beriicksichtigt. Die auf die Struktur wirkenden Windlasten werden in Form
von Winddriicken bzw. Windsogen beschrieben. Hierbei wirken sie stets normal zu der
angestromten Oberflache. Als charakteristische Last wird die Windlast W, ; wie folgt be-
rechnet:

VVZ,Z’ = Cp,iq (Z'ref) ’ (37>

wobel ¢,; der aerodynamische Druckbeiwert und ¢ (z,.f) der Geschwindigkeitsdruck ab-
héngig von der Bezugshohe sind. Der Geschwindigkeitsdruck, im folgenden Staudruck
genannt, wird iiber die Windgeschwindigkeit v,, bestimmt. Sowohl die Geschwindigkeit
als auch der Staudruck stehen unmittelbar im Zusammenhang mit der Gebédudehohe bzw.
der Rahmenhdhe. Im Rahmen der neuen DIN-1055-4 konnen die Windgeschwindigkeiten
in Abhéngigkeit von der topographischen Lage beriicksichtigt werden. Hierfiir wird eine
Region bzw. ein Gebiet in verschiedene Windzonen aufgeteilt. Abbildung 3.7 zeigt die
Windzonenkarte fiir Deutschland.

Fiir die in der Abbildung 3.7 dargestellten Windzonen gibt es zeitlich gemittelte Wind-
geschwindigkeiten und dazugehorige Staudriicke. Die entsprechenden Werte kénnen aus
Tabelle 3.4 entnommen werden. Dabei gelten diese Werte nur fiir Gebdudehchen von bis
zu 10 m iiber dem Grund. Hierbei muss das bebaute Gelédnde eben und offen sein.
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. gemittelte Windgeschwindigkeit | Geschwindigkeitsdruck
Windzone o N
vrey 5] Gres (7]
1 22,5 0,32

Tabelle 3.4: Gemittelte Windgeschwindigkeiten und zugehorige Geschwindigkeitsdriicke
[49].

B Windzone 4
% Windzone 3
% Windzone 2
Windzone 1

Abb. 3.7: Windzonenkarte fiir Deutschland.

Reibungseftekte oder dhnliche Einfliisse, die durch umstrémte Geometrien entstehen, wer-
den nicht beriicksichtigt. In dieser Arbeit wird der Standort fiir den Bau der Hallenstruktur
in Hamburg angenommen. Dementsprechend wird die Windzone 2 als mafigeblich gese-
hen. Angesichts der Tabelle 3.4 wird im Folgenden mit einem Geschwindigkeitsdruck von
Gref = 0, 39% gerechnet.

Auch die Windlasten werden als Liniendriicke angegeben. Aus diesem Grund muss auch
der gewihlte Staudruck bzw. die Windlast, die sich auf eine Fliache bezieht, mit der zuvor
festgelegten Referenzlénge a,.; multipliziert werden.

Im Bezug auf die Struktur kénnen im Allgemeinen die Windlasten wie in der Abbildung
3.8 dargestellt auftreten. Es wird angenommen, dass ein Wind von links nach rechts stromt
und am ersten Stiel ein Winddruck erzeugt wird. Der hierfiir dazugehérige aerodynamische
Widerstandsbeiwert wird mit c,; = 0,8 festlegt. Sowohl am rechten Stiel als auch am
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rechten Riegel wird sich ein Windsog einstellen, die jeweils einen Widerstandsbeiwert von
cp2 = 0,5 und ¢, 4 = 0,6 besitzen.

c, 3(W) c,,=0,6
P ,3 \\ W P4
\N‘\r\dsog Indsq 911

i
i

Y
Y

2

Z

L.

>
> >

Windsog |
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|
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()
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i
o
(0]
Winddruck |

>
>

Abb. 3.8: Verteilung der Windlasten und die dazugehorigen Widerstandsbeiwerte nach
DIN 1055-4.

Im Vergleich zu den anderen Elementen der Rahmenstruktur kann sich fiir den linken
Riegel ein Winddruck und ein Windsog einstellen. Ob nun Druck oder Sog entsteht,
héngt hauptséichlich von der Dachneigung ab. Mit der folgenden Gleichung lasst sich
der Widerstandsbeiwert ¢, 3 in Abhéngigkeit vom Neigungswinkel des Dachs wie folgt
berechnen:

cp3 = 1,3sin(¢) — 0,6. (3.8)

Mit einem Winkel von ¢ = 10° erhélt man einen Beiwert von ¢, 3 = —0, 3744. Das negative
Vorzeichen fiir ¢, 3 gibt an, dass sich bei dieser Konstellation ein Windsog einstellen wird.
Wird die Gleichung (3.7) mit der Referenzléinge a,.; multipliziert ergibt sich folgende
allgemeingiiltige Formel fiir eine Windlast:

WL,i = Cp,iQrefQref- (39>

Die ¢, ;-Werte kénnen aus der Abbildung 3.8 entnommen konnen. Folgende vier Windlas-
ten stellen sich fiir die betrachtete Rahmenstruktur mit Hamburg als Standort ein:

e linker Stiel W, = 936%
e rechter Stiel Wy, = 585%
e linker Riegel W 3 = 438, 1%

e rechter Riegel Wy 4 = 702%

3.2 Vordimensionierung in Stahlbauweise

In der vorliegenden Arbeit sollen Tragwerkstrukturen bzw. Balken auf ihre Gesamtstabi-
litdt untersucht werden, die aus Faserverbundwerkstoffen bestehen. Um eine realitédtsnihe
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Vorstellung zu erhalten, wie die Abmessungen des Querschnitts eines Balkens fiir die Hal-
lenstruktur unter bestimmten Lasten aussehen miissen, soll in den néchsten Schritten ein
Tréager aus Stahl dimensioniert werden. Die ermittelten Geometrien des Stahltragers sollen
als Basisabmessung fiir einen Composite-Balken gelten.

Das Stabilitédtsverhalten von isotropen Strukturen ist weitestgehend analytisch behandel-
bar. Es gibt eine Vielzahl von Normen und Vorschriften, die das Verhalten der Stabilitit
von isotropen Stahlstrukturen abbilden, z.B. die DIN 18800-1 oder der Eurocode 3. Hier
wird anhand der DIN 18800-1 die Rahmenstruktur mit einem gewohnlichen Baustahl di-
mensioniert. Die Dimensionierung des Hallenrahmens erfolgt vor allem hinsichtlich der
Auslegung gegen Stabilitétsversagen unter Zuhilfenahme der Finite-Elemente-Methode.
Jedoch werden einige Berechnungsgrundlagen aus der DIN 18800-1 entnommen und fiir
den Hallenrahmen eingesetzt.

Bevor es zur Profilwahl kommt, miissen die Bemessungswerte Fp der Einwirkungen mit
einem Teilsicherheitsbeiwert yg versehen werden. Wirken mehrere Einwirkungen gleich-
zeitig, muss der Wert der Einwirkung zusétzlich zum Teilsicherheitsbeiwert vz mit einem
Kombinationsbeiwert 1) verrechnet werden. Allgemein gilt:

FD :’)/F’QZ)FK, (310)

wobei F'p der Bemessungswert der Einwirkung ist und Fx den charakteristischen Wert
der Einwirkung préasentiert. Fiir die sténdig wirkende Einwirkung Gg wird ein Teilsicher-
heitsbeiwert von vp = 1,35 festgelegt ([101], [102]). Generell gilt fiir das Eigengewicht
folgende Formel:

Neben dem stiandig wirkenden Eigengewicht kénnen verédnderliche Einwirkungen auftre-
ten, hierbei konnen alle wirkenden verénderliche Einwirkungen und jeweils nur eine der
verdnderlichen Einwirkungen beriicksichtigt werden. Bei Beriicksichtigung aller Einwir-
kungen wird @); x folgendermafien berechnet:

Qip = 7riQix, (3.12)

wobei v = 1,5 und ¢; = 0,9 betrigt [102]. Wird nur eine verdnderliche Einwirkung
betrachtet, muss der Kombinationsbeiwert 1; aus der Gleichung (3.12) entnommen und
fiir vp ein Wert von 1,5 eingesetzt werden.

Im néchsten Schritt sollen die relevanten Lastfille ndher beschrieben werden. Insgesamt
wurden drei Falle untersucht, die aus unterschiedlichen Kombinationen der einzelnen Ein-
wirkungen bestehen. Es werden folgende Lastfélle beriicksichtigt:

e 1. Lastfall = FEigengewicht + Windlast + Schneelast
e 2. Lastfall = Eigengewicht + Windlast

e 3. Lastfall = FEigengewicht + Schneelast.

Der erste Lastfall kombiniert alle Einwirkungen. Bei den anderen beiden Féllen wird
die Schneelast oder die Windlast nicht mit beriicksichtigt. Um heraus zu finden, welcher
Lastfall ausschlaggebend ist, wurde eine FEM-Analyse durchgefiihrt. Hierfiir wurde der
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Hallenrahmen in ANSYS mit Balkenelementen konstruiert und jeweils mit den oben be-
schriebenen Lastfillen untersucht. Uber das FEM-Modell wurden die Schnittgréfen des
Hallenrahmens berechnet und miteinander verglichen. Die Querschnitte fiir die Stiele und
Riegel wurden zunéchst mit einem IPE-Profil nach DIN 1025-5 festgelegt. Folglich wird
ein IPE600-Profil fur alle Balken verwendet [104]. Neben der Querschnittsfliche A und
der Dichte p konnen auch die Abmessungen des Profils aus der IPE-Profil-Tabelle nach
DIN 1025-5 entnommen werden [104]. Dementsprechend kann fiir ein IPE600 ein G 5-Wert
von 1201% festgelegt werden.

Im Folgenden werden alle Lastfille mit den dazugehorigen Werten der Einwirkungen und
den ermitteln Normalkréiften, Querkréften und Biegemomenten gegeniibergestellt.

Lastfall 1

Fiir den ersten Lastfall bilden sich fiir die Einwirkungen folgende Werte:

e Eigengewicht = Gp =yp - Gp = 1,35 1201% = Gp = 16225

e Schneelast => Sp = yp - ;- S, =1,5-0,9- 20408 = Sp, = 27548

e Windlasten = Wp,;, = vp - ¢; - Wp;

1. Wp, = 12642
2. Wpa=T790%
3. Wps=>591%

4. Wpy = 9455,

Uber eine FEM-Analyse konnen folgende SchnittgréBen dargestellt werden:
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19049N 19415N

25104N 25471N

29656N 28830N
Normalkraftverlauf
36917N 36091N
4312N 24756N
20341N
Querkraftverlauf 25650N
14055N 24811N

52246Nm Y& 56852Nm

Momentenverlauf

25146Nm 45956Nm

Abb. 3.9: Schnittgrofenverlauf fiir Lastfall 1.

Die Normalkraft besitzt bei allen vier Abschnitten einen linearen Verlauf und ein negatives
Vorzeichen. Die grofite Normalkraft tritt bei der linken Einspannung auf und besitzt einen
Wert von N,,., = 36917N. Auch der Querkraftverlauf verfiigt iiber einen linearen Verlauf,
wobei Spriinge zwischen den einzelnen Elementen auftauchen. Q,,.. = 25650N befindet
sich am Anfang des linken Riegels. Fiir das Moment stellen sich quadratische Verlaufe ein.
Der maximale Nettobetrag des Moments tritt zwischen dem rechten Riegel und Pfosten
auf. Es stellt sich ein Wert von M,,,,., = 56852 Nm ein.

Lastfall 2

Im zweiten Lastfall, bei dem die Schneelast nicht mit beriicksichtigt wird, stellen sich
folgende Werte fiir die Einwirkungen ein:

e Eigengewicht = Gp = vr - Gp =1,35-1201% = Gp = 16222
e Windlasten = Wp,; = vyp - - Wr;
1. Wp, = 14042
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2. Wpo =_878%
3. Wps=657%

4. Wpy = 10532

Die maximale Normalkraft fithrt bei dieser Einwirkungskombination zu einem Wert von
Nyae = 13625N. Sie tritt im unteren Bereich des linken Stiels auf. Auch hier bilden sich
nur lineare Verldufe der Normalkraft. Sowohl im linken Riegel als auch am linken Pfosten
verlauft die Querkraft entlang eines Tragers linear und wechselt bei einem bestimmten
Punkt das Vorzeichen. Die anderen beiden Strukturelemente zeigen iiber die Lénge kei-
ne Verdnderung des Vorzeichens. Am unteren rechten Pfosten stellt sich ein maximaler
Betrag fiir die Querkraft von 8739N ein. Bei den Momenten kann ein Hochstwert von
Mo = 17101 N'm festgelegt werden. Dieser Wert stellt sich an der rechten Einspannung
ein. Die Momentenverlaufe aller Elemente der Rahmenstruktur sind quadratischer Natur.
Es bilden sich folgende SchnittgroBenverléufe:

Normalkraftverlauf

Querkraftverlauf

Momentenverlauf

3203N ___3569N

5301N \;667N
6363N S 5537N

13625N 12799N

1624N_ 480N

4607N

8781Nm 13386Nm

3709Nm 17101Nm

Abb. 3.10: SchnittgroBenverlauf fiir Lastfall 2.
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Lastfall 3

Der letzte Lastfall vereint das stédndig wirkende Eigengewicht mit der Schneelast. Hierfiir
werden folgende Bemessungswerte mit den dazugehorigen Sicherheitsbeiwerten verwendet:

e Eigengewicht = Gp = vr - Gp =1,35-1201% = Gp = 16222
e Schneelast => Sp = yp - S, = 1,5- 20402 = Sp = 30602

Unter Beriicksichtigung der oben angefiihrten Lasten bilden sich folgende Normalkraft-,
Querkraft- und Momentenverldufe fiir die Rahmenstruktur:

24242N
30298N 30298N

35655N

35655N

Normalkraftverlauf

42917N 42917N

4112 30827N

Querkraftverlauf  24589N [@) 30827N

66502Nm 66502Nm

Momentenverlauf

44147Nm 44147Nm

Abb. 3.11: SchnittgroBenverlauf fiir Lastfall 3.

Die Lastkombination Eigengewicht plus Schneelast sorgt wie schon bei den Lastféllen
zuvor fiir einen linearen Verlauf der Normalkréifte entlang der jeweiligen Balkenlénge.
Die maximale Normalkraft kann an den beiden Einspannungen des Systems festgestellt
werden. Sie betragt Np,.. = 42917N. Beim linken und rechten Pfosten kann ein kon-
stanter Verlauf der Querkraft beobachtet werden, wobei dem linken ein negativen und
dem rechten ein positiver Wert zuzuordnen ist. An den Riegeln stellen sich lineare Quer-
kraftverlaufe ein, die einen Vorzeichensprung entlang der Lénge besitzen. Der Hochstwert
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fir die Querkraft @, = 30826/N kann an den beiden Ubergé'mgen zwischen dem Stiel
und Riegel festgestellt werden. Neben den beiden Stielen, die einen linearen Momenten-
verlauf besitzen, stellt sich fiir die Riegel ein quadratischer Verlauf fiir die Momente ein.
M0 = 66502Nm tritt zwischen Stiel und Riegel ein und bildet einen negativen Betrag.
Da sich die Rahmenstruktur iiber die Symmetrieachse unter identischen Einwirkungen
vollzieht, stellen sich sowohl fiir die Normalkraft als auch fiir die Momente symmetrische
Werte ein. Auch die Querkraft besitzt antisymmetrische Betrage, wobei sich die Vorzei-
chen &ndern.

In der Tabelle 3.5 werden alle maximal Werte der Normalkraft, Querkraft und Momente
fiir alle untersuchten Lastfélle dargestellt und miteinander verglichen. Man wiirde davon

max. Normalkraft | max. Querkraft | max. Moment
Lastfall
[N] [N] [Nm]
1 36917 25650 56852
13625 8739 17101
3 42917 30826 66502

Tabelle 3.5: Vergleich der maximalen Schnittgrofien der drei Lastfélle.

ausgehen, dass der erste Lastfall ausschlaggebend ist, da er alle betrachteten Einwirkungen
miteinander vereint. Da an beiden Riegeln ein Windsog erzeugt wird, wirken diese sowohl
entgegen der Schneelast als auch entgegen dem sténdig wirkenden Eigengewicht. Es kann
festgestellt werden, dass der Lastfall 3 (Eigengewicht plus Schneelast) ausschlaggebend ist
und fiir die weitere Dimensionierung in dieser Arbeit als Ausgangsfall dienen soll. Sowohl
die Normal- und Querkraft als auch das Biegemoment besitzen bei dieser Lastkombination
die hochsten Werte.

Im néchsten Schritten soll ein Profil fiir die Rahmenstruktur ausgewéhlt werden, das die
Festigkeit des Materials gewéhrleistet. Wie schon fiir die Schnittgroflen wird hierfiir ein
FEM-Modell erstellt. Fiir aussagekriftigere Ergebnisse wird nun das Modell mit Shell-
Elementen konstruiert. Fiir die Querschnitte der Rahmenstruktur wird ebenfalls ein I-
Profil verwendet. An dieser Stelle wird fiir das Material der Stahl S235 herangezogen. Die
Werkstoftkennwerte fiir diesen Baustahl konnen aus der Tabelle 3.6 entnommen werden.
Hierbei ist die Grenznormalspannung die zuléssige Spannung, die bei der Strukturanalyse
nicht iiberschritten werden darf. Der Zusammenhang zwischen der Grenznormalspannung
fy,p und der Streckgrenze f, x wird {iber einen Teilsicherheitsbeiwert vy, definiert und
kann nach der DIN 18800-1 mit 1,1 festgelegt werden [102]. Es gilt folgende Beziehung:

Jy.x
fy,D = £
Y™

Aus der FEM-Berechnung wird die Vergleichsspannung nach von Mises berechnet, die im
Allgemeinen folgendermafien ermittelt wird:

(3.13)

— 52 2 2 _ _ _ 2 2 2
oy = \/am + 02, + 02, — OauOyy — Ouu0sz — Oyy0z + 3 (12, + 72, +72,). (3.14)

Fiir den ebenen Fall vereinfacht sich die Gleichung (3.14) wie folgt

Oy = \/agx + 02, = OpaOyy + 372, (3.15)
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Stahl S235

Materialkennwert Symbol | Wert | Einheit

Elastizitdtsmodul E 210000 | [MPa]
Querkontraktionszahl v 0,3 [—]
Streckgrenze TuK 240 [MPa]

Grenznormalspannung fy.0 218,18 | [MPa]

Tabelle 3.6: Materialkennwerte fiir den Baustahl S235.

In ANSYS kann fiir isotrope Werkstoffe die Vergleichsspannung automatisch generiert
werden. In Abbildung 3.12 ist die Verteilung der Vergleichsspannung nach von Mises fiir
eine Rahmenstruktur aus Stahl dargestellt.

Min

Abb. 3.12: Verteilung der Vergleichsspannung nach von Mises.

Neben der Festigkeitskontrolle muss auch die Stabilitat des Modells iiberpriift werden.
Hierfiir wird unter Zuhilfenahme der FEM eine Beulanalyse durchgefiihrt, die als Ergebnis
einen Figenwert ausgibt. Bei einer Beulanalyse konnen sich mehrere Eigenwerte einstellen,
jedoch ist hier der niedrigste positive Wert als aussagekréftig zusehen. Dieser Eigenwert
wird auch als ein Lastvielfaches definiert. Dieser Wert gibt das Vielfache der wirkenden
Last bzw. Lastkombination an. Liegt der Lastfaktor unter einem Wert von Eins, kann
angenommen werden, dass die betrachtende Struktur aufgrund eines Stabilitdtsproblems
versagen wird. Nimmt dieser Faktor einen Zahlenwert von iiber Eins ein, kann allgemein
angenommen werden, dass die Struktur bei diesen Einwirkungen nicht versagen wird.
Betrége iiber Eins konnen auch als ein Sicherheitsfaktor gesehen werden. In Abbildung
3.13 wird die sich einstellende Versagenform der betrachteten Rahmenstruktur présentiert.
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a) Iso-Ansicht

b) Draufsicht

Y

¢) Seiten- und Detailansicht

Abb. 3.13: Stabilititsmoden eines Stahlrahmens.

Eine Parameterstudie (Tab. 3.7) ergibt das notwendige Profil, bei dem weder die Grenz-
spannungen iiberschritten noch sich Stabilitétsfille einstellen werden. Es ldsst sich feststel-
len, dass der IPE500 die Festigkeitsiiberpriifung und die Stabilitédts-untersuchung besté-
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IPE-Triiger Vergleichsspanung | Lastmultiplikator
o, [MPa] A -]
IPE200 898 0,149
IPE300 360 0,391
IPE400 179 0,813
IPE500 96,5 1,434
IPEG0OO 56,4 2,492

Tabelle 3.7: Parameterstudie fiir die Profilauswahl.

tigt. Die Vergleichsspannung ist kleiner als die Grenzspannung und der Lastmultiplikator
ist grofer als Eins. In Abbildung 3.14 sind die genauen Abmessungen des IPE500 auf-
gefiihrt. Hierbei betridgt die Hohe des Profils 500 mm. Die beiden Gurten besitzen eine
identische Bereite von 200 mm. Die Gurtdicken ¢, sind mit 16 mm festgelegt. Fiir den
Steg kann eine Dicke von ¢, = 10,2 mm notiert werden.

IPE 500
Z

A

500
v
<

Yo |

200 >

!{ 1

Abb. 3.14: Abmessungen eines IPE500-Profils [102].

3.3 Auslegung in Faserverbundbauweise

Der im Abschnitt zuvor ermittelte Tréger aus Stahl soll nun fiir die Auslegung von Trag-
werkstrukturen aus Faserverbundwerkstoffen als Ausgangsbasis dienen. Neben der Ge-
samthohe des Trigers soll auch die Gesamtbreite des Profils gleich grof3 bleiben. Der
Trager wird insgesamt in drei Segmente aufgeteilt, wobei zwei davon identisch sind. Die
einzelnen Segmente verfiigen iiber einen rechteckformigen Umriss, der mit einer bestimm-
ten Breite und Dicke festgelegt ist. Die Radien vom IPE-Profil nach DIN 1025-5 werden
fiir die Auslegung des Composite-Tréger nicht mit beriicksichtigt. Die beiden parallel zur
x-Achse liegenden Segmente werden als Gurt bezeichnet. Diese Gurte besitzen eine Breite
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b, und eine Dicke von t,. Das vertikale bzw. parallel zur z-Achse liegende Segment wird als
Steg bezeichnet. Die Stegbreite wird mit b, beschriftet. Fiir die Dicke wird die Variable t;
eingefiihrt. In der vorliegenden Arbeit sollen lediglich prismatische Trager betrachtet wer-
den. Die Gesamtlinge wird mit L gekennzeichnet. In Abbildung 3.15 ist ein beispielhafter
Composite-Trager mit seinen dazugehorigen Abmessungen dargestellt.

Der wesentliche Unterschied zwischen Faserverbundwerkstofftréigern und Stahltréigern be-
steht in den Materialeigenschaften. Der Stahltrager verfiigt iiber isotrope Materialeigen-
schaften und besitzt somit in jeder Richtung die gleichen Attribute. Faserverbundwerk-
stoffe hingehen sind richtungsabhéngig und weisen ein anisotropes Materialverhalten auf.

A Z
A A

| |

L |

50
X |h < >)
4

| |

L |

B L o ) b, >

Abb. 3.15: Abmessungen eines Composite-Trigers (oben) und die isometrische Ansicht
(unten).

In dieser Arbeit sollen die einzelnen Segmente eines Composite-Triagers aus unidirektiona-
len Schichten (UD-Schichten) bestehen. Alle Fasern werden lediglich parallel zueinander in
die Matrix eingebettet. Ein Segment eines Trégers kann auch als ein Laminat bezeichnet
werden, wobei diese aus mehreren aufeinander gestapelten unidirektionalen Einzelschich-
ten mit unterschiedlichen Faserorientierungen bestehen kénnen. Fiir jedes Laminat konnen
die folgenden Parameter beliebig variiert werden:

e Schichtenanzahl n

Schichtlage

Dicke hy, der jeweiligen Einzelschicht

Orientierungswinkel 6, der jeweiligen Einzelschicht

Werkstoffkennwerte.



56 VORAUSLEGUNG EINES HALLENRAHMENS

Da jede UD-Schicht eine feste Dicke besitzt, verfiigen Laminate iiber keine beliebige Dicke,
weil sie von der Anzahl der Schichten n, abhéngt. Neben der Schichtanzahl und der
Dicke der Lagen sind die Orientierungen der einzelne UD-Schichten sehr ausschlaggebend
fiir die Steifigkeit des gesamten Trigers. Fiir eine optimale Steifigkeit der Composite-
Balken werden folgende Bedingungen fiir die Lagenaufbauten des Gurtes bzw. des Steges
festgesetzt:

o Gurt

— ca. 7T0% == 0°-Schichten
— ca. 15% == 90°-Schichten
— ca. 15% == +45°-Schichten

o Steg

— ca. 15% == 0°-Schichten
— ca. 15% == 90°-Schichten
— ca. 7T0% == 445°-Schichten

Die Gurte werden mit hauptsichlich 0°-Lagen versehen, weil diese Elemente bei den be-
trachteten Einwirkungen wesentlich auf Zug- und Druck belastet werden.

Gurt

Schicht 1
rSchicht 2

Steg \L | Schicht 1 Schiehtn
—Schicht 2

Il —Schicht n

Abb. 3.16: Schichtenanordnung des Gurtes bzw. des Steges.

Damit die Gurte nicht nur in Langsrichtung eine hohe Steifigkeit haben, werden 90°- und
+45°-Schichten als Ausgleich hinzugefiigt. Der Steg wird besonders auf Schub belastet
und ist gefihrdet, lokal auszubeulen. Das Laminat des Steges wird hauptséchlich mit
+45°-Lagen beschichtet, um ein Versagen zu reduzieren. In der Abbildung 3.16 sind die
prinzipiellen Anordnungen der Schichten fiir Gurt und Steg dargestellt.

Der gewihlte Lastfall (Eigengewicht 4+ Schneelast), der in Abschnitt 3.2 ermittelt wur-
de, soll auch fiir die Untersuchung bzw. Dimensionierung des Composite-Trégers dienen.
Die Schneelast fiir den Standort Hamburg bleibt konstant und é&ndert sich nicht. Jedoch
muss das Eigengewicht fiir den Composite-Tréger neuberechnet werden, weil nun andere
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Materialwerte vorhanden sind. In der vorliegenden Arbeit sollen fiir die UD-Schichten
ein typisches Epoxid-Carbon Prepreg herangezogen werden. Diese UD-Schicht besitzt or-
thogonal anisotrope Materialeigenschaften. Neben den benétigten Ingenieurgrofien bzw.
Materialkennwerten fiir das betrachtende Epoxid-Carbon Prepreg kann auch die Dichte
der UD-Schicht aus der Tabelle 3.8 entnommen werden. Mithilfe dieser Materialkenn-

Epoxid-Carbon Prepreg

Materialkennwert Symbol | Wert | Einheit
Elastizitdtsmodul in der x;-Richtung Ey 121000 [MPa)]
Elastizitatsmodul in der zs-Richtung Es, 8600 [MPa]
Elastizitdatsmodul in der z3-Richtung Ess 8600 [MPa)]
Querkontraktionszahl in der z;z5-Ebene Vyo 0,27 [—]
Querkontraktionszahl in der xox3-Ebene Vo3 0,4 [—]
Querkontraktionszahl in der x;x3-Ebene V13 0,27 [—]
Schubmodul in der x;z5-Ebene G2 4700 [MPal]
Schubmodul in der zoz3-Ebene Gas 3100 [MPal]
Schubmodul in der z;z3-Ebene Ghs 4700 [MPa]
Dichte p 1490 (2]
Einzelschichtdicke hy 1,25-107° [m]

Tabelle 3.8: Materialkennwerte fiir ein Epoxid-Carbon Prepreg.

werte und einem FEM-Modell konnten fiir die Rahmenstruktur einige Composite-Tréger
ermittelt werden. Wie bereits bei der Stahl Dimensionierung wurde auch hier eine Pa-
rameterstudie durchgefiihrt. Es wurde eine Vielzahl von Berechnungen durchgefiihrt, um
eine bestmogliche Losung fiir die Trédger zu erhalten. Hierbei wurden die Rahmenstruk-
turen, die mit Composite-Balken versehen sind, in der FEM-Analyse auf ihre Stabilitat
iiberpriift. Zur Ermittlung einer optimalen Losung miisste ein Optimierungsprogramm an-
gewandt werden, weil ein Composite-Tréger von zahlreichen Variablen abhéngt, die einen
signifikanten Einfluss auf die Stabilitdt der Gesamtstruktur besitzen.

An dieser Stelle wurde, da es sich hier zundchst um eine Vorauslegung handelt, auf geziel-
te Optimierungsverfahren verzichtet. Uber die Parameterstudie konnten drei Composite-
Tréager bzw. Laminat-Konfigurationen ermittelt werden, die in Tabelle 3.9 aufgelistet sind.
Der erste Trager besitzt die gleichen d&uleren Bemafiungen wie der IPE500-Tréager. Jedoch
unterscheidet sich sowohl die Dicke des Gurtes als auch die Dicke des Steges erheblich von
der des Stahltrégers. Die Laminat-Konfiguration A besitzt eine Gurtdicke von ¢, = 28mm
und ist dementsprechend um das 1,75-Fache grofler als die Dicke des Trégers aus Stahl.
Die Stegdicke des Faserverbundtrigers ist im Vergleich zum Stahlbalken doppelt so grof.
Da diese Dicken relativ umfangreich ausfallen, wurden zwei weitere Geometrien fiir einen
Composite-Trager dimensioniert. An dieser Stelle wurde sowohl die Gesamthohe als auch
die Gurtbreite vergrofert. Fiir die zweite Laminat-Konfiguration konnte die Gurtdicke um
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Laminat-
amina . Abmessungen Lagenaufbau Schichtanzahl
Konfiguration
z
,7*{3 Gurt: [030/ + 452/902]45 224
A 3 Y
22
i Steg: [£457/905/05] ;6 176
z
ﬁﬁj Gurt: [0/ & 453/907] 5 >
B 8 Y
22
i Steg: [£4594/905/05] 14 176
z
ﬁﬁj Gurt: [07;/ & 457/907] 4 22
C 2 Y
22
i Steg: [£4554/905/03],5 176

Tabelle 3.9: Ermittelte Laminat-Konfiguration.

3 mm reduziert werden. Die Dicke ¢, = 23mm konnte bei einem Triger mit einer Hohe
von 600mm und einer Breite von 220mm ermittelt werden.

Anhand der Ergebnisse aus Tabelle 3.9 wird ersichtlich, dass die Stegdicke bei allen drei
Konfigurationen die gleiche Dimension besitzt. Eine Erklarung hierfiir liegt darin, dass die
Stegdicke einen signifikanten Einfluss auf den Lastmultiplikator der Stabilitdtsanalyse hat.
Bei einer reduzierten Dicke des Steges kann kein Lastfaktor {iber Eins gefunden werden.
Aus diesem Grund wird die Stegdicke fiir alle drei Laminate konstant gehalten.

Aus der Stabilitdtsanalyse, die im FEM-Programm ANSYS durchgefiihrt wurde, konnten
sowohl die Eigenformen als auch die Eigenwerte der Rahmenstruktur fiir alle drei Laminat-
Konfigurationen analysiert werden. In Abbildung 3.17 ist die erste Eigenform des Hallen-
rahmens mit der Laminat-Konfiguration B wiedergegeben. Die bei diesem Lastfall sich
einstellende Knickform zeigt ein klassisches Biegedrillknickversagen der Hallenrahmen-
struktur. Hierbei knicken die beiden Riegel am Anschlusspunkt seitlich aus und erzeugen
eine Verdrehung um die Schwerpunktsachse des jeweiligen Balkens. Dieses Knickphéno-
men bzw. diese Knickform tritt bei allen untersuchten Konfigurationen auf, wobei sich
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die Eigenwerte voneinander unterscheiden. Anhand von Abbildung 3.17 kann festgestellt
werden, dass die beiden Stiele bei der Stabilitdtsuntersuchung nicht als erstes versagen
wiirden. Bevor der Rahmen auf Stabilitét iiberpriift werden kann, wird eine Strukturana-

) Iso- und Draufsicht

1\

) Seiten- und Detailansicht

Abb. 3.17: Erste Figenform der Rahmenstruktur mit der Laminat-Konfiguration B.

lyse durchgefiihrt, um die Verschiebungen der Rahmenstruktur darstellen zu kénnen. In
Abbildung 3.18 ist die Gesamtdeformation aus der FEM-Analyse der analysierten Struk-
tur présentiert.

Aufgrund der symmetrischen Einwirkung auf die Rahmenstruktur entstehen demzufol-
ge auch symmetrische Verformungen. Die maximale Verschiebung tritt bei allen drei
Laminat-Konfigurationen im Anschlusspunkt zwischen den beiden Riegeln auf.



60 VORAUSLEGUNG EINES HALLENRAHMENS

V X

Abb. 3.18: Gesamtverschiebung der Rahmenstruktur mit der Laminat-Konfiguration B.

Der obere Bereich der Stiele weicht leicht zur Seite aus, wobei die Verschiebung entlang des
Stiels bis zur Einspannung gegen Null verldauft. Der Wert fiir die maximale Verschiebung
liegt fiir die drei Laminat-Konfigurationen zwischen 10 mm und 16 mm.

Neben der Struktur- und Stabilitédtsanalyse wurde fiir die Composite-Rahmen eine Festig-
keitskontrolle durchgefiihrt. Um richtungsabhéngige Materialfestigkeiten zu beriicksichtig-
en, wurde das nicht differenzierende Versagenskriterium nach Tsai-Wu (s. z.B. [100]) ge-
wihlt. Dieses Pauschalkriterien gilt fiir Faserverbundwerkstoff und bezieht sich auf den
ebenen Spannungszustand. Generell gibt ein Versagenskriterium an, ob eine Struktur unter

Epoxid-Carbon Prepreg

Festigkeitsparameter Symbol | Wert | Einheit
Zugfestigkeit in der a-Richtung Xy 2231 [MPa]
Zugfestigkeit in der y-Richtung Y, 29 [MPa]
Druckfestigkeit in der z-Richtung X, -1082 | [MPa
Druckfestigkeit in der y-Richtung Y. -100 [MPa]
Schubfestigkeit in der xy-Ebene Say 60 [MPa]
Kopplungskonstante fiir die xy-Ebene K,, -1 [—]

Tabelle 3.10: Festigkeitsparameter fiir ein Epoxid-Carbon Prepreg.

bestimmten Bedingungen und Einwirkungen versagen wird. Hierfiir wird ein sogenannter
Index Ip eingefiihrt, der angibt, ob die Struktur bei den ermittelten Lasten versagt oder
nicht. Im Allgemeinen wird dieser Versagensindex wie folgt berechnet:

I Spannung

== 3.16
F Festigkeit ( )

Die Struktur versagt, wenn Ir > 1 ist. Die Inverse des Versagensindex [ wird als Sicher-
heitsfaktor bezeichnet und folgendermaflen beschrieben:

S = 1 Festigkeit

=— 3.17
Ir  Spannung ( )
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Erhélt man fiir den Sicherheitsfaktor Sz einen Wert unter Eins, bedeutet dies fiir die
Struktur, dass sie versagen wird. Fiir richtungsabhéngige Materialfestigkeiten kénnen fol-
gende ausgewihlte Versagenskriterien unterschieden werden, wobei sie in zwei Kategorien
aufgeteilt werden kénnen:

e Pauschalkriterien

— Maximalspannungskriterium
— Maximaldehnungskriterium

— Tsai-Wu-Kriterium
e Differenzierende Kriterien

— Puck-Kriterium

— Hashin-Kriterium

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Kategorien liegt darin, dass die Pau-
schalkriterien nur zwischen Versagen oder Nichtversagen unterscheiden kénnen. Differen-
zierende Kriterien hingegen koénnen eine Aussage iiber die Bruchart treffen. Sie unter-
scheiden zwischen Faserbruch und Zwischenfaserbruch und kénnen eine Vorhersage zum
Bruchmodus geben.

In dieser Arbeit sollen die Hallenrahmen mithilfe des Tsai-Wu-Kriteriums auf ein Versagen
untersucht werden. Hierbei dndert sich die Notation sowohl fiir den Versagensindex Iz als
auch fiir den Sicherheitsfaktor Sp wie folgt:

Allgemein Tsai-Wu
Versagensindex Ir — Irw
Sicherheitsfaktor Sp — Sw

Der Tsai-Wu-Index kann mit einem ebenen Spannungszustand wie folgt berechnet werden

[105]:

1 Liw o Ty 2 2 1
Iy = —— = | -2 ’ 3.18
T Srw 2L " \/(QItw,l) " Lwa | (3.18)
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wobei fiir I;,,;1 Folgendes gilt:

I = T + T + Tiy VK, o2 (3.19)
ITXX. VY. 82, XX YL, '
und fiir fy, 2
1 1 1 1
Lo = | — — — —— 3.20
tw,2 (Xt Xc> 011+(Yt Yc) 022 ( )

geschrieben werden kann. Dieser Index muss fiir jede Einzelschicht der Laminat-Konfigura-
tion analysiert und ausgewertet werden. Hierzu wird wieder die Finte-Elemente-Methode
herangezogen, um den Tsai-Wu-Index fiir alle Schichten der Struktur zu berechnen. Lei-
der kann das Tsai-Wu-Kriterium keine Informationen zum Bruchmodus geben, weil es
nicht zwischen Faserbruch oder Zwischenfaserbruch unterscheiden kann. Des Weiteren
kann keine Auskunft gegeben werden, ob die Struktur durch Druck- bzw. Zugbeanspru-
chung versagt. In der Tabelle 3.10 sind die Materialwerte bzw. Koeffizienten (ANSYS 16.2,
Material Library) fiir die Versagensanalyse nach Tsai-Wu aufgelistet.

Die maximalen Verschiebungen und die ersten positiven Eigenwerte bzw. Lastmultipli-
katoren fiir alle ermittelten Laminat-Konfigurationen, die aus der FEM-Berechnung ana-
lysiert wurden, sind in Tabelle 3.11 angegeben. Auflerdem ist in der letzten Spalte der
grofite auftretende Tsai-Wu-Index hinterlegt. Anhand von Tabelle 3.11 zeigt sich, dass die

Laminat- max. Verschiebung | Lastmultiplikator | Tsai-Wu Index
Konfiguration Wynay [Mm] A -] Irw [=] | Stw [—]
A 15,7 1,043 0,260 3,85
B 12,9 1,042 0,213 4,69
C 10,7 1,025 0,178 5,62

Tabelle 3.11: Ergebnisse aus der FEM-Berechnung.

Rahmenstruktur mit der Laminat-Konfiguration A die groite Verschiebung von 15, 7mm
aufweist. Des Weiteren liegen bei allen betrachteten Hallenrahmen die Eigenwerte iiber
Eins, d.h., dass sie die Stabilitdtsanalyse {iberstanden haben. Auch die Versagenshypo-
these nach Tsai-Wu wird von allen Strukturen erfiillt, weil der Tsai-Wu-Index Iy fiir
alle Einzelschichten unter dem Wert Eins liegt. In dieser Arbeit werden die Laminate aus
Tabelle 3.11 im Folgenden als Basis fiir alle weiteren Analysen verwendet.

3.4 FEM-Modelle der Rahmenstruktur

In diesem Abschnitt sollen die verwendeten FEM-Modelle der Rahmenstrukturen vorge-
stellt werden. Fiir die Rahmenstruktur aus Stahl wurde ein Modell aus Beam-Elementen
erstellt. Die Geometrien des Rahmens kénnen aus der Abbildung 3.2 entnommen wer-
den. Zwischen den gezeigten Referenzpunkten werden Linien erzeugt. Diese Linien gelten
als Schwerpunktachse fiir die Balken der Rahmenstruktur. Insgesamt werden vier Linien
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= 3 Koordinaten
I/\. Knotenpunkt T Y 2
m] | [m] | [m]
2 4
1 0 0 0
2 0 0 | 45
3 751 0 |58
4 15| 0 |45
16—>X 5 5 151010

Abbildung 3.19: Koordinatenwerte fiir die Rahmenstruktur.

Abb. 3.19: Koordinatenwerte fiir die Rahmenstruktur.

benotigt, weil die Rahmenstuktur aus vier Balken besteht. Im néchsten miissen die Abmes-
sungen des ausgewéhlten Querschnitts eingeben werden, um sie auf die Linien zuweisen
zu konnen. Fiir die Vernetzung werden Beam188-Elemente verwendet. Fiir den gewihlten
Elemententyp aus der ANSYS Library gelten folgende allgemeine Informationen [106]:

e Das Beaml188 ist ein lineares 2-Knoten-Balkenelement und besitzt in beiden Knoten
sechs Freiheitsgrade.

e Die Knoten beinhalten die translatorischen Freiheitsgrade in Richtung der z-, y-
und z-Koordinaten. Des Weiteren werden die Rotationen um die z-, y- und z-Achse
beriicksichtigt.

e Die Beam188-Elemente sind fiir die Analyse von linearen Struktur- und Stabilitéts-
problemen geeignet.

e Sie konnen fiir beliebige Querschnittsformen verwendet werden.

e Die Balkenelemente basieren auf der Timoshenko-Balkentheorie. Dementsprechend
werden die Schubdeformationen erster Ordnung ebenfalls beriicksichtigt.

Aus der Abbildung 3.20 ldsst sich entnehmen, dass die Verbindungspunkte zwischen Stiel
und Riegel bzw. zwischen den beiden Riegeln nicht der Realitidt entsprechen, weil sich
die Querschnitte der jeweiligen Balken iiberschneiden. Leider gibt es bei einer Balken-
konstruktion keine weitere Moglichkeit fiir eine Verbindung. In dieser Arbeit wird das
Balkenmodell hauptséchlich dafiir verwendet, die Schnittgroflen der Rahmenstruktur nu-
merisch zu bestimmen. Die Schnittgréfien der untersuchten Strukturen sind in Abschnitt
3.2 beschrieben worden.

Um eine realtdtsnahe Konstruktion der Rahmenstruktur zu generieren, wurde ein weiteres
Modell des Hallenrahmens erstellt. Hierbei werden nun zweidimensionale Elemente fiir
die Konstruktion verwendet, siehe Abbildung 3.20, unten. Mithilfe dieser Elemente kann
eine eindeutig bessere Verbindungen zwischen den Stielen und Riegeln hergestellt werden.
Zusétzlich kann die Anbringung der Randbedingungen und Einwirkungen besser gestaltet
werden.
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) Vorderaufsicht Beam-Modell

r e

) Detailansicht A vom Beam-Modell ¢) Detailansicht B vom Beam-Modell

) Vorderaufsicht vom Shell-Modell

l— e

) Detailansicht A vom Shell-Modell f) Detailansicht B vom Shell-Modell

Abb. 3.20: Beam- und Shell-Modelle der Rahmenstruktur.
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Kapitel 4

Effektive Steifigkeiten von
Faserverbundtrigern

4.1 Effektive Steifigkeiten von Composite-Balken

Die Theorie fiir offene und geschlossene isotrope diinnwandige Balken mit axialen Belas-
tungen wurde vor Jahrzehnten von Vlasov [107] entwickelt. Diese Theorie wird auch von
Megson [108] priisentiert. Diese Theorie bildet die Grundlage fiir die Werke von Barbero
[109] und wird von Bank/Bednarczyk [110] und fiir orthotrope Composite erweitert. Hier-
bei ist der Balken nur orthotrop, wenn sowohl die axiale Belastung als auch eine Biegung
keine Verdrehung des Balkens hervorrufen. Fiir orthotrope Balken, die aus unidirektiona-
len Schichten bestehen, spielen Schubdeformationen eine wichtige Rolle, dies wird in den
Verdffentlichungen von Massa und Barbero [111] sowie von Bank [112], [113] dargestellt.

Fiir nicht orthotrope Balken, wo sowohl eine axiale Belastung als auch eine reine Biegung
eine Verdrehung des Balkens hervorrufen kann, gibt es zahlreiche Autoren, die die Theorie
des nicht orthotropen Balkens erweitert haben. Hierbei gibt es von den jeweiligen Ver-
fassern unterschiedliche Losungswege. Die Theorie von Vlasov fiir dilnnwandige Balken
mit offenen Querschnitten wurde von Bauld and Tzeng [114] fiir nicht orthotrope Balken
mit symmetrischem Lagenaufbau erweitert, hierbei wurde folgende konstitutive Gleichung
abgeleitet:

(]//\Z"f\ Py Py Py 0 Py [e2)

My Py Py Py Pu P |
M o = Py Psy Pz Py Pss piz ; (4.1)
T 70 1’? 42 Jf 43 Jf 44 E 45 9

ws Psi Py Psz Psy Pss] | T |

wobei im linken Vektor N; die Normalkraft ist, Z\?Q und M, z sind die Biegemomente um die
y- und z-Achse. T\SU ist das Saint-Venantsche Torsionsmoment, und ]\/4\w ist das Wolbmo-
ment. Im rechtem Vektor befinden sich zum einen die Dehnung in z-Richtung €% und zum
anderen die Radien der Kriimmungen der z-Achse, die sowohl um die y-Achse als auch
um die z-Achse verlaufen, sprich pi@ und piz Des Weiteren befindet sich die Verdrillung
¥ im rechten Vektor. Die Verdrillung ist die erste Ableitung der Verdrehung ¢ und die
zweite Ableitung der Verdrehung wird mit I’ gekennzeichnet. Die 5x5-Matrix E bildet die
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Steifigkeitsmatrix. Die Gesamttorsion besteht aus der Summe der Saint-Venant-Torsion
und der Wolbkraftorsion:

(4.2)

wobei die transversale Schubdeformation nicht beriicksichtigt wird. Mit dieser Losung koén-
nen nur diinnwandige Composite-Balken berechnet werden, wobei alle Segmente des Bal-
kenquerschnitts einen symmetrischen Lagenaufbau besitzen miissen. Aus diesem Grund
werden die Elemente Pyy, Py in der Steifigkeitsmatrix P gleich Null gesetzt. Die von Bauld
and Tzeng hergeleitete Theorie wurde von Kobelev und Larichev [115] weiterentwickelt.
Hier werden nun auch die transversalen Schubdeformationen beriicksichtigt.

Im Werk von Mansfield und Sobey [116] wurde die Theorie von diinnwandigen Composite-
Balken mit beliebigen Lagenaufbauten hergeleitet, wobei sie die transversale Schubdefor-
mation und die Wolbkrafttorsion nicht beriicksichtigen. Somit kann die Gleichung (4.1)
wie folgt dargestellt werden:

]/Vj ]fn 1[_)12 %3 ]_314 52

M\ _ |Pn P Pu Pu| [ (43)
M 1331 1?32 1733 634 é '
fsv Py Py Piy Py 9

Auch Wu und Sun [117] haben eine allgemeine Theorie fiir diinnwandige Composite-
Balken mit beliebigen Lagenaufbauten hergeleitet, die jedoch hier nicht ndher besprochen
werden.

In dieser Arbeit soll die Steifigkeitsmatrix von diinnwandigen Composite-Balken, die so-
wohl ein offenen als auch einen geschlossenen Balkenquerschnitt besitzen, hergeleitet und
dargestellt werden. Hierfiir wird die Gleichung (4.3) als Grundlage dienen. Alle Balken-
segmente konnen einen beliebigen Lagenaufbau besitzen, wobei auch die lokalen Biege-
steifigkeiten beriicksichtigt werden. Die transversalen Schubdeformationen und die Wélb-
krafttorsion werden nicht beriicksichtigt.

Es werden diinnwandige offene und geschlossene Balken betrachtet, die eine prismatische
Form besitzen. Die Einzelsegmente eines Balkens kénnen aus einer Einzelschicht oder aus
mehreren Schichten bestehen, wobei jede Schicht aus Verbundwerkstoffen bestehen kann.
Die analysierten Balkensegmente bestehen aus diinnwandigen Rechtecken (Segmenten),
die mit dem Index k gekennzeichnet werden (k = 1,2,, K, wobei K die Gesamtzahl des
Segments darstellt). Die Querschnitte des Balkens kénnen symmetrisch oder unsymme-
trisch sein und jedes Balkensegment kann einen beliebigen Lagenaufbau besitzen.
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a) Offener Querschnitt b) Geschlossener Querschnitt

Abb. 4.1: Belastungen in einem offenen (links) und geschlossenen (rechts) Querschnitt
eines dinnwandigen Composite-Balkens.

Der Balken wird mit folgenden Kréften bzw. Momenten belastet:

axiale Normalkraft N ,

e Biegemoment um die y-Achse M\y,

e Biegemoment um die z-Achse ]\//_72 und

Torsionsmoment 7',

die sich auf den Schwerpunkt beziehen. Der Schwerpunkt ist so definiert, dass die axiale
Normalkraft N keine Kriimmung der z-Achse erzeugen kann. In der Abbildung 4.2 sind
die verwendeten Koordinatensysteme dargestellt. Fiir den Balken wird zum einen das
kartesische x-y-z-Koordinatensystem verwendet, wobei der Ursprung im Schwerpunkt des
Balkens liegt. Zum anderen wird das kartesische Koordinatensystem z-y-z verwendet, das
einen beliebigen Punkt fiir den Ursprung besitzt. Fiir das k-te Segment wird ein &g-ny-
(r-Koordinatensystem verwendet. Hier ist der Ursprung der Schwerpunkt des jeweiligen
k-ten Segments. Die £-Achse verlauft parallel zur z-Achse, die n-Achse verlduft entlang
des Umfangs des jeweiligen Balkensegments, und die (-Achse liegt rechtwinklig zu den
beiden anderen Achsen.
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Abb. 4.2: Darstellung des verwendeten Koordinatensystems fiir die Herleitung von diinn-
wandigen Composite-Balken mit beliebigen Lagenaufbauten.

Die WeggroBen beziiglich der Langsachse sind u, v, w und v (siehe Abbildung 4.3). Hierbei
ist v die Léngsverschiebung, v und w sind die Querverschiebungen in die y- und z-Achse
und ) ist die Verdrehung des Balkenquerschnitts.

z
z
% -~ 34 4
r:i::: e ot ’ = / py
x/ o z
z
;y pz
x/

Abb. 4.3: Verformungen des Composite-Balkens.

Die Beziehung zwischen den Verschiebungen und der Dehnung 2, der Kriimmungen der
x-Achse é ,piz und der Verdrillung ¥ ist wie folgt:

ou B 0% 1 0w 1 oy

o Z - - - - = — =9. 4.4
dr  ° Ox? P2 Ox? Py Ox (4.4)

Fiir das z-y-z-Koordinatensystem nehmen diese Beziehungen die folgende Form an:
ou o, v 1 O*w 1 o

5= =¢ B B s o V. (4.5)
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Dabei sind € die Lingsdehnung, p—lg und pii die Kriimmungen sowie 9 die Verdrillung

der Lingsachse (Z) des Z-y-z-Koordinatensystems. Die GroSen @, v, w und ¢ sind die
Verschiebungen der z-Achse.

4.1.1 Offener Balkenquerschnitt

Fiir die Analyse von diinnwandigen offenen Balken werden vier Schritte durchgefiihrt:

1. Die Dehnungen in jedem Balkensegment stehen mit der Liangsdehnung, den Kriimm-
ungen und Verdrillung der z-Achse des Balkens im Zusammenhang.

2. Die Belastungen in jedem Balkensegment werden iiber die Dehnungen des jeweiligen
Balkensegments ermittelt.

3. Die resultierenden Krifte, Momente und die Torsion, die sich zusammen auf die -
Achse des Balkens beziehen, werden iiber die Belastungen zu jedem Balkensegment
ermittelt.

4. Die Steifigkeitsmatrix wird mithilfe der resultierenden Kréfte, Momente und der
Torsion, die sich zusammen auf die xz-Achse des Balkens beziehen, und mit der
Langsdehnung, den Kriimmungen und der Verdrillung der xz-Achse ermittelt.

Schritt 1: Verzerrungen im Balkensegment

An einem beliebigen Punkt auf der Bezugsebene des jeweiligen Balkensegments wird die
axiale Dehnung mithilfe des ebenen Verzerrungszustands wie folgt berechnet:
1 1
0 0, = _
Eep, = €3 +2— +§—, (4.6)
o Pz Py
wobei y und z die Koordinaten eines beliebigen Punkts auf der Bezugsebene des jeweiligen
Balkensegments sind und egk die Langsdrehung an dieser Stelle. Die Dehnung, die Kriim-
mungen und die Verdrillung der Achse eines k-ten Balkensegments kann folgendermafien
berechnet werden:

€% Lz Uk 0] (<%
. 1
lig)k _ 0 cosap —sinag O o0 (4.7)
kY, 0 sinag cosag O plE ’
oY 0 0 0 1 9
R,

wobei ¢, und Zz; die Koordinaten zum Ursprung des &-nx-Cr-Koordinatensystems darstel-
len. Dieser Ursprung ist zugleich die Mitte bzw. der Schwerpunkt des k-ten Balkenseg-
ments. Hierbei beschreibt «j den Winkel zwischen der n,-Achse und der y-Achse. Der
hochgestellte Index w bezieht sich auf das Balkensegment der Léngsachse, die durch den
Mittelpunkt der Referenzebene verlduft (n = 0, ¢ = 0). Die erste Zeile dieser Gleichung
wird durch die Gleichung 4.6 beschrieben. rg, und ry, sind die Kriimmungen der Achse
des k-ten Balkensegments, die sich in der Ebene & — ( bzw. der Ebene n — ¢ befinden
(sieche Abbildung 4.4).



70 EFFEKTIVE STEIFIGKEITEN VON FASERVERBUNDTRAGERN

Ty

A

mk

Sk

Abb. 4.4: Deformationen eines diinnwandigen offenen Composite-Balkens.

Anhand der letzten Zeile der Gleichung 4.7 kann festgestellt werden, dass die Verdrillung
an einem beliebigen Punkt eines Balkensegments der Verdrllung des kompletten Balkens
entspricht (19}5 = 5). Die Langsdehnung eines k-ten Balkensegments ist linear abhéngig
von n und kann wie folgt dargestellt werden:

Egr = Eir + N, (4.8)
Die Kriimmung kg, ist in jedem Segment einheitlich und wird wie folgt berechnet:

1 1
Kelp = — COS (y — — sin oy, (4.9)

0] Pz

Fiir die Verdrillung kann folgende Gleichung verwendet werden:

ow?
o 0 (—) 82 0
g _\w) Ow (4.10)
ox ox 0x0y
Setzt man fiir die Kriimmung k¢, den folgenden Ausdruck ein,
0*w
= —— 4.11
fiek 0xdy’ (4.11)
kann die Gleichung 4.10 folgendermafien vereinfacht werden:
1
Y = —ilﬁigk. (412)
Des Weiteren gilt rg = kg, und rege = —20) = —1). Kombiniert man alle diese Bezie-
hungen mit der Gleichung 4.8 kann folgende Matrix erstellt werden:
o £g 10 0 /jff)
Rek == R¢ = (0 1 0 liék (413)
0 0

U
0

Kk Ken) ), | 0 —2f | o
Ry
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Schritt 2: Krifte und Momente im Balkensegment

Fiir jedes Balkensegment bzw. Laminatsegment sieht die Konstitutivbeziehung wie folgt

aus:
((Ne ) An A Aig Bu B Big] (]
N, Aig A Asg Boi By By 52
Ney, _ A A Aes DBis DBas  Bes ’an (4.14)
M; Bi1 Bz Big Dui D1 Dy re | ‘
M, Ba1 By By Dia Dy Dag ko
\Mey) . LB B Bes Dis Dy Deel, | Fen)

Umgeformt nach den Verzerrungen und Kriimmungen entsteht folgende Beziehung:

( £¢ ) [ aia ais B Bz Pis] [ Ne )

€?7 g a2 Qo Pa1 Pa2 Pas N,

72,7 _ |16 Q26 (66 Bs1 Bs2 Bes ) Ngn ’ (4.15>
Ke B Par Per 011 012 e M,

K P2 B2z Bez 012 d22 06 M,
Ry & LB16 B26 Bes 016 026 Je6 k \Mgn; k

wobei die a, 8, -Matrizen die Inversen der A Dehnsteifigkeits-, der B Koppelsteifigkeits-
und der D Biegesteifigkeitsmatrizen sind, siehe folgende Beziehung:

ET % _ [4 ér (4.16)

B D
Angesichts der Abbildung 4.5 ist zu erkennen, dass NN,, Ng,, M, entlang der lingslaufenen
freien Kante gleich Null sind. Infolgedessen wird vereinfacht festgelegt, dass auch die
Krifte und Momente (NN, Ng,, M,) iiber das gesamte Einzelsegment gleich Null sind.

E N0
<
=5 —Z Wl

Abb. 4.5: Belastungen entlang der langslaufenen freien Kante eines diinnwandigen offenen
Balkensegments.

Setzt man diese Vereinfachungen in die Gleichung 4.15 ein, kann folgende Verzerrungs-
Kraft/Momenten-Beziehung fiir ein k-tes Balkensegment aufgestellt werden:

£¢ air B Bis Ne¢ N¢
ke ¢ = |Pu O O Me o =y Me (4.17)
Ken) Bie 016 g6 K Mey ) Mg, ),

I
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Abb. 4.6: Belastungen in einem diinnwandigen k-ten Balkensegment.

Fiir das &-np-(p-Koordinatensystem konnen die Belastungen fiir jedes k-te Balkensegment
(sieche Abbildung 4.6), wie folgt berechnet werden:

(bx)
(bk)

]/\Znuz)k = Nendn, (4.20)
(bx)

wobei b die Breite eines Balkensegments entspricht. Fiir die Torsion wird folgende Glei-
chung angewandt [111]:

Ty = -2 . )Mgnkdn = b Meys,  bein =0, (4.21)
k

Der Exponent w bezieht sich auf die Schwerpunktachse eines k-ten Balkensegments, nicht
zu verwechseln mit der Durchblegung in die z-Richtung. Dabei beziehen sich die Normal-
kraft und Momente (N“’ M T“’) auf diese Achse. Betrachtet man dieselben Symbole
ohne das Dachzeichen, werden die Belastungen pro Liangeneinheit gemessen.
Angesichts der Gleichungen (4.18), (4.19) und (4.21) kann festgestellt werden, dass in je-
dem Balkensegment sowohl die Dehnung 52 als auch die Kriimmungen k¢, k¢, sich linear
entlang der Breite, sprich in die n-Richtung, &ndern (siehe Gleichung (4.13)). Dementspre-
chend verhalten sich die Normalkraft N; und die Momente Mg, M, auch linear entlang
der Breite eines Balkensegments (siche Gleichung (4.17)). Vereint man die Gleichungen
(4.18), (4.19), (4.21), (4.13) und (4.17) miteinander, erhdlt man folgenden Ausdruck:

€k 1| n B —%516 J/V\g%
Kk (= be 5111 5111 _1%616 Mgy (4.22)
vy —3016 —3016 1066 T4,

Um das Integral aus der Gleichung (4.20) zu lésen, wird nur die Kriimmung x%, des
Balkensegments beriicksichtigt. Es wird angenommen, dass das Segment sowohl vor als
auch nach der Kriimmung £, flach bzw. eben bleibt (siehe Abbildung 4.7).
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b, Nk
1
L
&x

Abb. 4.7: Kriimmung ", eines Balkensegments.

Hierfiir werden die Kriimmungen ¢ und kg, gleich Null gesetzt. Mit dieser Vereinfachung
kann die Gleichung (4.17) in invertierter Form wie folgt dargestellt werden:

Ne %11 %12 A:13 o
Mg o = [Ap Ay Ay 0, (4.23)

Mén k g13 Aas 233 i 0

wobei die é—l\/{atrix folgendermaflen definiert ist:

-1

B A A A13 Q11 Q12 Q¢
é = |App Ay Ag = | Qi Q2 Qg (424>
A13 A23 A33 i Q16 Q26  (Ogp L

Betrachtet man die erste Gleichung aus (4.23), kann fiir die Normalkraft folgender Aus-
druck verwendet werden:

N, = (Zn)kggk (4.25)

Setzt man sowohl diese Gleichung als auch die Gleichung (4.8) in die Formel (4.20) ein,
liefert die Integration nach 7 folgende Formel:

_ (gn) bi
Fiir die Verzerrungs-Kraft /Momenten-Beziehung im £-n-¢-Koordinatensystem werden nun
die Gleichungen (4.22) und (4.26) miteinander verkniipft. Daraus ergibt sich folgende Be-

ziehung:

el Qi P11 0 _%1616 ]//\\7\5“,;
S I S S L (1.27)
K;mk' bk (gu)kbi j‘?\%k
vk —3B16 —3016 0 2066 T,
Wi

Schritt 3: Kriafte und Momente im gesamten Balken

Die Belastungen im gesamten Balken, die sich auf das globale Koordinatensystem (z-
y-Z) beziehen, werden aus der Summe aller Belastungen der einzelnen Balkensegmente
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errechnet.

~

N; 10 0o o] [N
— K |_ . ~rw
/\37 _ Z Zk COS O S11 O, 0 %ﬁk (428)
M — Y —sinag cosag 0 M®,
T, L0 0 0 1 fgf
RTT

Hierfiir wird die Rj-Matrix (sieche Gleichung (4.7)) benétigt, jedoch wird sie hier in der
transponierten Form angewendet. Die Belastungen werden im z-y-z-Koordinatensystem
berechnet (siche Gleichung (4.28)).

Schritt 4: Steifigkeitsmatrix fiir offene Profile

Bei einer Verbindung der Gleichungen (4.7), (4.27) und (4.28) konnen folgende Ausdriicke
erstellt werden:

—_~ —_ 1

Yod S myr { Mek b oS g7, 10 L oS (R w R (b (4.29)
M o :k ]/\Zw o :k :k KW o :k :k :k 4 ’
'z k=1 " mk k=1 ’Z}k k=1 e

T; o k Y v

Hierbei ist P die Steifigkeitsmatrix, die sich auf das z-7-z-Koordinatensystem bezieht. Um
die Verschigbungen eines Balkens zu ermitteln, werden die Grundgleichungen benétigt,
hierzu zéhlen bzw. werden zum einen sowohl die Gleichgewichtsbedingungen als auch die
Beziehungen zwischen den Verzerrungen und Verschiebungen (siche Gleichung (4.4)) und
zum anderen die konstitutive Gleichung (siehe Gleichung (4.14)) herangezogen. Diese Glei-
chungen beziehen sich auf das z-y-z-Koordinatensystem. Die Steifigkeits- und Nachgiebig-
keitsmatrix miissen im z-y-z-Koordinatensystem angegeben werden. Aus diesem Grund
muss die Steifigkeitsmatrix aus der Gleichung (4.29) in das z-y-z-Koordinatensystem
transformiert werden. Die Transformation der Steifigkeitsmatrix vom z-y-z-Koordinaten-
system zum z-y-z-Koordinatensystem wird in dieser Arbeit im Abschnitt 4.1.4 ndher
beschrieben.

4.1.2 Geschlossener Balkenquerschnitt

In diesem Abschnitt werden nun geschlossene Balkenquerschnitte mit dilnnwandigen Bal-
kensegmenten analysiert. Fiir jedes Balkensegment wird das &;-ni-(x-Koordinatensystem
verwendet, wobei der Ursprung wie bei den offenen Profilen sich im Schwerpunkt des
jeweiligen k-ten Segments befindet. Die nx-Achse, die parallel zur Breite eines Segments
zeigt, verlduft im geschlossenen Profil gegen den Uhrzeigersinn, wie Abbildung 4.8 zeigt.
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Abb. 4.8: Lokales Koordinatensystem in Bezug auf ein k-tes Balkensegment (links) und
die Drehrichtung der 7-Achse in einem geschlossenen Balkenquerschnitt (rechts).

Schneidet man einen geschlossenen Balkenquerschnitt an einer beliebigen Stelle, wiir-
den die beiden Schnittkanten dieselben Reaktionen hervorrufen, wobei eine der Kanten
Reaktionen mit umgekehrten Vorzeichen erzeugt (siehe Abbildung 4.9). In einem nicht
aufgeschnittenen Balken werden diese Deformationen sowohl von der Kraft X;, dem Bie-
gemoment X5 als auch von den zwei transversalen Kréaften X3, X, unterbunden. Diese
Krifte und Momente laufen entlang des Schnitts.

X,
A7 A Ui

Abb. 4.9: Verschiebungen am Schnitt eines geschlossenen Balkenquerschnitts und die her-
vorgerufenen Kréfte und Momente entlang des Schnitts.

Uber X1, X5, X3 und X, wird in jedem k-ten Balkensegment Vi, Ny, Nep und M, hervor-
gerufen, dieser Vorgang wird in der Abbildung 4.10 dargestellt.

4 @ Ny

Y T

@

M.

Enk
nk

Abb. 4.10: Hervorgerufene Kréfte und Momente in einen infinitesimalen Schnittelement
eines geschlossenen Balkenquerschnitts.
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Die transversalen Kréfte X3 und X, sind in der Regel sehr klein und kénnen aus diesem
Grund vernachlissigt werden. Dementsprechend sind N, bzw. V, in jedem Querschnitt-
segment gleich Null. Des Weiteren éndern sich Ng, und M, entlang des Umfanges eines
Segments nicht, folglich X; und X, auch nicht. Es gilt:

(- (5

Ney =X, =q. (4.31)

hierbei ist N¢, der Schubfluss:

Sowohl die axiale Verschiebung als auch die Rotation entlang der beiden Schnittkanten
miissen identisch sein (siehe Abbildung 4.11). Fiir diese Bedingungen miissen folgende
Gleichungen herangezogen werden:

ow®

ouw’
u | links — U | rechts 8_77 =

= — (4.32)
links on

rechts

Hierbei ist u die axiale Verschiebung des Balkensegments in 7;-Richtung und w?® ist die
Verschiebung, die senkrecht zur dazugehorigen Referenzfliche des jeweiligen Segments
verlduft. Die erste Grundgleichung wird folgendermaflen beschrieben [108]:

—AD + 7{ Vendn =0 (4.33)
In die zweite Grundgleichung kann die folgende Definition einsetzt werden.
a2w0
Ky = — 4.34
n 8772 ( )

In Abhéngigkeit von der letzten Definition kann die zweite Grundgleichung wie folgt
dargestellt werden:

7{ opdn) = 0 (4.35)

Hierbei ist n die Koordinatenachse, die entlang des Umfangs des Balkenquerschnitts ver-
lauft. A definiert hierbei die eingeschlossene Flidche. Die oben dargestellten Integrale miis-
sen hierbei iiber den gesamten Umfang gelost werden.

o
on

o
on

links rechts

Abb. 4.11: Die relative Rotation der Schnittkante.
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Fiir die Analyse von diinnwandigen geschlossenen Balken werden insgesamt fiinf Schritte
benotigt. Die ersten drei Schritte sind identisch mit der Analyse von diinnwandigen offenen
Balken, wobei jetzt Ng, (= X;) und M, (= X3) nicht gleich Null und unbekannt sind.
Diese werden im viertem Schritt berechnet. Folgende fiinf Schritte miissen betrachtet
werden:

1. Die Dehnungen in jedem Balkensegment stehen mit der Liangsdehnung, den Kriimm-
ungen und der Verdrillung der z-Achse des Balkens im Zusammenhang.

2. Die Belastungen in jedem Balkensegment werden sowohl iiber die Dehnungen des
jeweiligen Balkensegments als auch iiber X; und X, ausgedriickt.

3. Die resultierenden Krifte, Momente und die Torsion, die sich auf die xz-Achse des
Balkens beziehen, werden iiber die Belastungen von jedem Balkensegment ermittelt.

4. X, und X, werden iiber die Kompatibilitdtsgleichungen bestimmt.

5. Die Steifigkeitsmatrix wird zum einem mithilfe der resultierenden Kréften, Momen-
ten und der Torsion, die sich auf die z-Achse des Balkens beziehen, und zum anderen
mit der Langsdehnung, den Kriimmungen und der Verdrillung der z-Achse ermittelt.

Schritt 1: Verzerrungen im Balkensegment

Die Verzerrungen im Balkensegment werden in gleicher Weise berechnet, wie es schon
fiir offene Querschnitte dargestellt wurde. Fiir ein k-tes Balkensegment kénnen die Langs-
dehnung, die Kriimmungen und die Verdrehung der Schwerpunktachse iiber die Gleichung
(4.7) berechnet werden. Die Langsdehnung ist linear abhéngig von der Koordinatenachsen
n, wihrend die Kriimmungen kg, ey, nicht von 7 abhéngen (siehe Gleichung (4.13)).

Schritt 2: Krifte und Momente im Balkensegment

N, wird gleich Null gesetzt, weil die Krifte X3 und X4 im Rahmen dieser Herleitung ver-
nachléssigbar klein sind. Des Weiteren gilt Ng,, = X;, M, = X; und dass sie unabhéngig
vom Umfang sind. Uber diese Vereinfachungen kann folgende Verzerrungs-Kraft /Momenten-
Beziehung hergestellt werden:

52 air B Ber Ng as B2 X
ke ¢ = |Pu du i Me ¢+ | Ber 012 {X;} , (4.36)
Ken ), Bie 016 deo K Mey ), Bos 026 k
{Vgn} _ [a16 Be1 6661 ]\]\/f[g N [0466 6261 {X1} (4.37)
Kn ) g Bz 012 O], Mé Bas 022, | Xof '
&nl g

Die Gleichungen (4.18) bis (4.21) und (4.26) konnen vom offenen Balken abgeleitet und fiir
geschlossene Balken adaptiert werden. All diese Gleichungen kombiniert mit der Gleichung
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(4.36) ergeben folgenden Ausdruck:

€ {V\gu;g Q16 iz

Kep | _ Mg, Ber 012 X 4
o = By G B I P (4.38)
vy T\g‘,’c —%566 _%526 &

wobei wy in der Gleichung (4.27) beschrieben ist. Invertiert man die obige Gleichung,
ergibt sich folgende Beziehung:

]/V\&u’)ﬂ €k Q16 B2

MY 1) k¥ _ 5, ) X

M \ _ -1 R\ 1| ot 12 o 4.
fgz 192” —%566 _%526 &

Schritt 3: Kriafte und Momente im Balken

Die inneren Belastungen eines Balkens im Z-y-z-Koordinatensystem sind in der Glei-
chung (4.28) dargestellt. Bei einem offenen Balkenquerschnitt ruft die Torsion nur das
M¢,-Moment hervor, wihrend bei einem geschlossenen Balkenquerschnitt sowohl das Mg, -
Moment als auch der Schubfluss X; hervorgerufen wird. Die Torsion, die infolge des Schub-
flusses X entsteht, wird von der Bredt-Batho-Formel abgeleitet [108]:

A~

(T:f)infolge X1 — 2AX17 (440)

wobei A die eingeschlossene Fléiche ist. Mit dieser zusétzlichen Torsion verdndert sich die
Gleichung (4.28) wie folgt:

M) (Na) oo

M, - | Mo 0 0| (X,

v\ R &k 4.41
T LI by Rl R {X} (441)
T, fgyg 2A 0

wobei Ry -Matrix aus der Gleichung (4.28) entnommen werden kann.

Schritt 4: Berechnung von X; und X,

Setzt man zunéchst die Gleichung (4.37) in die Gleichungen (4.33) und (4.35) ein, entsteht
folgende Beziehung;:

- N,
2A9 aie Bl 666:| : % |:0466 /662:| {Xl}
0=— -+ j{ M, 3 dn+ d ) 4.42
{ 0 } [512 012 026 M& 7 B2 020 " X ( )
&n
Die Integration iiber den kompletten Umfang eines Balkenquerschnitts wird erreicht, in-

dem die Integration entlang jedes einzelnen Balkensegments durchfiihrt und diese Integrale
miteinander summiert werden. Es gilt:

0= > | oan (4.43)
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Bei Anwendung der Gleichung (4.43) fiir N, M und My, ergeben sich folgende Ausdriicke:

A~ —~ 1 ~
Nedn = Ng’;€ Medn = Mg’;C / Me,dn = —§Tg§’g (4.44)
(bg) (br) (br)

Infolgedessen verdndert sich die Gleichung (4.42) folgendermafien:

= K ]v e
2A9 as Bei —lﬁﬁﬁ] £ [0466 B62:| {X 1 }
0=— + 2 MY 5 +b . (4.45
{ 0 } kz_; |:512 512 _%526 k Aék k 662 (522 k XQ ( )

Bei einer Verkniipfung der Gleichungen (4.39) und (4.7) miteinander kann folgende Be-
ziehung hergestellt werden:

g
2A9 - X,
— Py
0 { 0 }+£ é +£{X2}’ (4.46)
]
wobei fiir  Folgendes gilt:
K 1
I= {0‘16 ?61 ’ %?ﬂ wi ' [Ril, (4.47)
- O Pz 012 0 —30%], =
und fiir £ gilt dieser Ausdruck:
I Q16 B2
g6 o2 g Pe1 0 _1/866:| 1| Per 12
F= b — 2 w . (4.48
= ‘ [ﬁ62 522} % {512 012 0 —3d2 kzk 0 0 (4.48)
—30866 —302% 5
Bei Invertierung der Gleichung (4.46) entsteht folgende Beziehung:
g9
X, I e
=F L% 3, (4.49)
X2 - - P_j
v
wobei L wie folgt berechnet wird:
0 0 0 24
é—[o 0 0 0}—£ (4.50)

Schritt 5: Steifigkeitsmatrix fiir geschlossene Profile

Um die Steifigkeitmatrix darstellen zu kénnen, werden die Gleichungen (4.7), (4.39) und
(4.41) miteinander verschmolzen, hierbei entsteht folgender Ausdruck:

N; £l 0 0

My Z T -1 e 0 0 r| X1

— =) Ryw R ¢ o+ -1 : (4.51)
]\{2 =1 | e 0 0 B X

T, 9 2A 0
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wobei [ " die transponierte Matrix von 1 ist. Setzt man nun die Gleichung (4.50) in den
Ausdruck (4.51) ein, erhélt man folgende Beziehung:

Ni' 5%
T i
= =3 (B Re) + (LTET'L) S 7 (4.52)
oZ k=1 pz
Ti‘ h g 19

wobei £ die Steifigkeitsmatrix eines geschlossenen Balkenquerschnitts darstellt, dass sich
auf das z-y-z-Koordinatensystem bezieht.

4.1.3 Schwerpunkt des Balkenquerschnitts

In den vorherigen Abschnitten wurde die Steifigkeitsmatrix von sowohl offenen als auch ge-
schlossenen Balkenquerschnitten, die sich auf ein beliebiges Koordinatensystem beziehen,
hergeleitet und dargestellt. Um diese Matrizen auf das z-y-z-Koordinatensystem zu bezie-
hen, d.h. auf den Schwerpunkt des Balkens, muss die Position des Schwerpunkts zunéchst
definiert werden. Die Lage des Schwerpunkts ist so definiert, dass die L&ngsachse nach
einer reinen Belastung durch die Normalkraft N gerade bleibt, wobei N den Schwerpunkt
durchlduft. Wahrend die Achse gerade bleibt, kann der Balken sich um die Léngsachse
drehen und eine Verdrehung hervorrufen. Dieser Vorgang beeinflusst nicht die Lage des
Schwerpunkts. Die Koordinaten des Schwerpunkts im z-y-z-Koordinatensystem sind iiber
z. und y, gekennzeichnet (siche Abbildung 4.12). Die Kraft ]\Afi, und die Momente ]\/4\5,
]\//72 die sich auf den Ursprung des z-y-z-Koordinatensystem beziehen, besitzen zu den
Belastungen, die im Schwerpunkt wirken, folgende Beziehungen:

]Vf = ]\Af, ]\/Zg = zc]/\\f, ]\/ZE = ycﬁ. (4.53)
Fiir offene und geschlossene Balkenquerschnitte sieht die Verzerrungs-Kraft/Momenten-
Beziehung wie folgt aus:

51(% Wi Wi Wiz Wiy iv\:i

g \ _ Wm VY22 I/I/’23 VY24 ]/W\g (4.54)
p_12 Wiz Was Wiz Wil | M: ’ '

V Wi Way Wiy Wil | T

wobei E die Nachgiebigkeitsmatrix ist, die sich auf das z-y-z Koordinatensystem bezieht,
dabei gilt folgende Beziehung:

=
I
o]

(4.55)

hierbei ist P die Steifigkeitsmatrix, die sowohl fiir offene Profile (Gleichung (4.29)) als
auch fiir geschlossene Profile (Gleichung (4.52)) verwendet werden kann.
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Zz A
A
AL
% 2 #j/=y
/ = %
Xy N
X

Abb. 4.12: Balken unter einer axialen Kraft, die im Schwerpunkt angreift (links), und die
daraus resultierenden Belastungen, die im z-y-z-Koordinatensystem wirken (rechts).

Die Gleichungen (4.53) und (4.54) bringen folgende Kriimmungen hervor:

) (1
p Wis Way Wzs} =
oo b (Wi W W 5 4.56
{ L } {Wm Was Wis ; (4.56)

Pz c

Nach der Definition sind die Kriimmungen des Balkens gleich Null, wenn N am Schwer-
punkt angebracht wird. Es gilt:

1 1

) (4.57)
Py Pz

Die Position des Schwerpunkts wird iiber das Einsetzen der Gleichung (4.57) in die Glei-
chung (4.56) ermittelt. Die Schwerpunktkoordinaten z. und y, kénnen in Abhéngigkeit von
den Komponenten der Nachgiebigkeitsmatrix, die sich auf das Z-y-z-Koordinaten-system

bezieht, wie folgt berechnet werden:
— — _1 —
Ze W W23:| [Wu]
N - - 4.58
{yc} {W% W3 Wis ( )

4.1.4 Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmatrix im Schwerpunkt-
koordinatensystem

In diesem Abschnitt soll der Ausdruck der Nachgiebigkeitsmarix in der Gleichung (4.54)
auf das Schwerpunktkoordinatensystem (z-y-z) transformiert werden. Die Beziehungen
zwischen den Belastungen ]Vf, ]\/Zg, M\g im globalen Koordinatensystem (Z-y-z) und der
Léingskraft N im Schwerpunktkoordinatensystem (z-y-z)kénnen aus der Gleichung (4.53)
entnommen werden. Wahrenddessen ist die Torison in beiden Koordinatensystemen iden-
tisch:

o~ o~

T, =T. (4.59)

Die Gleichungen (4.53) und(4.59) in der Matrixform sehen wie folgt aus:

N, N
M, M
By = (4.60)
M. =M
T, T
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wobei Ry, folgendermafien definiert ist:

1000
z 10 0

B=|r 01 (4.61)
000 1

Die Beziehung zwischen der axialen Dehnung der z-Achse, die durch den Schwerpunkt
verlauft, und der Dehnung und den Kriimmungen der z-Achse, die durch den Ursprung
des globalen Systems verlauft, konnen aus der Gleichung (4.6) abgeleitet werden. Hierfiir
gilt:
1 1
=+ 2.+ = (4.62)
] Pz
Die Kriitmmungen und Verdrehungen der z- und z-Achse sind identisch. Zusammen mit
diesen Bedingungen und der Gleichung (4.62) kann folgender Ausdruck dargestellt werden:

=Ry : (4.63)

S |"‘<§ |"amo
SN |’_‘<§ |"a(\no

wobei R," die transponierte Form der R,-Matrix ist. Bei Substitution der Ausdriicke (4.60)

und (4.63) in die Gleichung (4.54) kann folgende Verzerrung-Kraft/Momenten-Beziehung
prasentiert werden:

512 VI/H V?u Vj/lfi V?M /A\[
— Wia Woy Was W M,
o b pr Wiz Waa Wag Woul ) M,y 4,64
pl—z =t V_V13 V_V23 V_V33 V_V34 =t M, ( )
9 Wiy Woy Wiy Wiy T

W

Die Nachgiebigkeitsmatrix im Schwerpunktkoordinatensystem wird wie folgt berechnet:
Wiy V?m V?13 I/?14
W=R"|:" =" = 5 | R, (4.65)

in Matrixform sieht es folgendermaflen aus:

W =R,WR, (4.66)

Mit einer Matrizenmultiplikation ldsst sich nachweisen, dass die Nachgiebigkeitsmatrix W
im z-y-z-Koordinatensystem vier Komponenten hat, die den Wert Null haben. Es gilt:

0 Wy Wy Wy
0 Waz Wiz Way
Wia Waor Wiy Wy

[
I

(4.67)
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wobei W15 und W3 die Komponenten sind, die verschwinden, weil eine Normalkraft, die
am Schwerpunkt angelegt ist, keine Biegungen hervorrufen kann. Bei Invertierung der
Nachgiebigkeitsmatrix ergibt sich folgende Beziehung:

-1

Py Py Pis P Wi 0 0 Wi
p_ Py Py Pos Poy| | 0 Wy Wiy Wy (4.68)
= Pz Py3 Ps3 Py 0 Wi Wi Wiy ’ '

P14 P24 P34 P44 W14 W24 W34 W44

wobei P die Steifigkeitsmatrix im x-y-2-Koordinatensystem darstellt. Im weiteren Verlauf
der Arbeit werden folgende Notationen und Symbole fiir die Steifigkeitselemente aus der
P-Matrix verwendet:

e Dehnsteifigkeit — P, — FA

e Biegesteifigkeit um die y-Achse = Py — Bl vy
e Biegesteifigkeit um die z-Achse = P33 — El 2z
e Torsionssteifigkeit = Py — GI ¢

e Deviationssteifigkeit — Py — El Yz
e Dehn-Biege-Steifigkeit um die y-Achse = P — A\gﬁyy
e Dehn-Biege-Steifigkeit um die z-Achse = P33 — AE,HZZ
e Dehn-Torsions-Steifigkeit = Py — 121\5719
e Biege-Torsions-Steifigkeit um die y-Achse — Py — A\Hwﬂg
e DBiege-Torsions-Steifigkeit um die z-Achse — Py — A,{uﬂg

4.2 Effektive Steifigkeiten

Um die globalen Stabilitétsprobleme von Trigern aus Verbundwerkstoffen in einer gesch-
lossen-analytischen Form darstellen zu konnen, ben6tigt man die effektiven Steifigkei-
ten der jeweiligen Struktur. Die Herleitung von offenen und geschlossenen diinnwandigen
Composite-Balken mit beliebigen Lagenaufbauten wird in Abschnitt 4.1 erklirt. In die-
sem Kapitel sollen nun fiir einen ausgesuchten Querschnitt mit verschiedenen Laminat-
Konfigurationen die effektiven Steifigkeiten mit der geschlossen-analytischen Vorgehens-
weise berechnet und dargestellt werden.

Die Ergebnisse der geschlossen-analytischen Losungen von den effektiven Steifigkeiten sind
konstante Groflen. Sie hdngen nicht von Laufvariablen oder dhnlichen Faktoren ab, die die
Qualitat der Losungen beeinflussen kénnten. Fiir die Berechnung benétigt man folgende
Informationen:

e Die Geometrie des betrachteten Querschnitts und
e die Materialeigenschaften der jeweiligen Laminatsegmente.

In den folgenden Abschnitten soll nun fiir die Geometrie ein I-Tréager als Testobjekt ver-
wendet werden. Insgesamt werden die drei Abmessungen des Balkenquerschnittes analy-
siert, die bereits in Kapitel 3 in Tab. 3.9 dargestellt wurden.
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4.2.1 Materialeigenschaften

Die Materialkennwerte bzw. Ingenieurkonstanten fiir die jeweiligen Laminatsegmente kon-
nen aus Tabelle 3.8 verwendet werden. Sowohl die Elastizitédtsmoduln und Schubmoduln
als auch die Querkontraktionszahlen, die fiir die Berechnung notwendig sind, beziehen
sich stets auf eine UD-Schicht. Bevor die ABD-Matrizen der Laminate berechnet werden
kénnen, miissen fiir die UD-Schicht die reduzierten Steifigkeiten ();; berechnet werden (s.
Kapitel 2). Es ergeben sich folgende Werte:

E E
Qn=—1 = 121630 MPa, Q= —2"2_— 2334 MPa,
1 — via19 1 — vy
E
Qo =——22 = 8645 MPa, Qg = G2 = 4700 MPa, (4.69)
1 — vigvy

bzw. in der Matrixform:

121630 2334 0
Q=] 2334 8645 0 MPa (4.70)
- 0 0 4700

Die transformierten reduzierten Steifigkeiten Qij konnen iiber die Transformationsregeln
und aus den Ergebnissen der Q-Matrix (4.70) ermittelt werden. Hierbei ist zu beachten,
dass fiir jeden Orientierungswinkel 6, eine eigene transformierte reduzierte Steifigkeits-
matrix Q entsteht. Insgesamt werden vier Orientierungswinkel betrachtet. Es generieren

sich folgende Ausdriicke fiir die transformierten reduzierten Steifigkeitsmatrizen:

(121630 2334 0 ]
0°-Schicht — @ = | 2334 8645 0 | MPa,
0 0 4700]

(8645 2334 0 ]
90°-Schicht — @ = [2334 121630 0 | MPa.
0 0  4700]

38436 29036 28246
+45°-Schicht — @ = [29036 38436 28246 MPa,
28246 28246 31402

[ 38436 29036 —28246
—45°-Schicht — @ = | 29036 38436 —28246| MPa. (4.71)
| —28246 —28246 31402

Unter Zuhilfenahme der Rechenregeln des Kapitels 2 und den ermittelten transformierten
reduzierten Steifigkeiten lassen sich die ABD-Matrizen der drei Gurtlaminate und der
des Steges berechnen. Fiir den Steg, der fiir alle drei Laminat-Konfigurationen verwendet
wird, sind sowohl die Steifigkeiten als auch die Nachgiebigkeiten als Matrixform in Tabelle
4.1 gelistet.
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Steg: [+4575/905/05],¢
Steifigkeiten Nachgiebigkeiten
1,0058 0,4786 0 0,1285 —0,0612 0
A=10,4786 1,0058 0 10° a= [-0,0612 0,1285 0 1078
0 0 0, 5306 0 0 0, 1885
0,3830 0,2099 0,0033 0,3687 —0,1963 —0,0025
D = 10,2099 0,3944 0,0033 10° 0= 1-0,1963 0,3580 —0,0023 1074
0,0033 0,0033 0,2309 —0,0025 —0,0023 0,4330
An Y] D Nal aw (2] 2w L]

Tabelle 4.1: Steifigkeiten und Nachgiebigkeiten des Steges aus der Laminat-Konfiguration

A, B und C.

Die Ergebnisse der Steifigkeiten und Nachgiebigkeiten der unterschiedlichen Gurte sind
im Folgenden in der Matrixschreibweise tabellarisch dargestellt.

Laminat A — Gurt: [05,/ £ 453/90%],¢

Steifigkeiten ‘ Nachgiebigkeiten
2,6201 0,1722 0 0,0397 —0,0082 0
A=10,1722 0,8132 0 10° a= [-0,0082 0,1247 0 1078
0 0 0,2384 0 0 0,4195
1,845 0,0975 0,0008 0,0548 —0,0126 —0,0003
D = 10,0975 0,4523 0,0008 10° 0= 1-0,0126 10,2380 —0,0014 10~
0,0008 0,0008 0,1408 —0,0003 —0,0014 0,7102
An[Y] DNl (3] g (]

Tabelle 4.2: Steifigkeiten und Nachgiebigkeiten des Gurtes aus der Laminat-Konfiguration

A.
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Laminat B — Gurt: [03,/ % 453/903]

Steifigkeiten ‘ Nachgiebigkeiten
2,2560 0,1652 0 0,0450 —0,0094 0
A=10,1652 0,7872 0 10° a= [—0,0094 0,1290 0 1078
0 0 0,2243 0 0 0,4458
1,2792 0,0750 0,0008 0,0792 —0,0181 —0,0004
D = 10,0750 0,3278 0,0008| 10° d=1-0,0181 10,3092 —0,0021 1074
0,0008 0,0008 0,1058 —0,0004 —0,0021 0,9449
An Y] D Nal aw (2] 2w L]

Tabelle 4.3: Steifigkeiten und Nachgiebigkeiten des Gurtes aus der Laminat-Konfiguration
B.

Laminat C — Gurt: [09,/ 4 455/903] ¢

Steifigkeiten ‘ Nachgiebigkeiten
2,0128 0,1605 0 0,0505 —0,0105 0
A=10,1605 0,7699 0 10° a= |-0,0105 0,1321 0 1078
0 0 0,2149 0 0 0,4653
0,9726 0,0621 0,0007 0,1040 —0,0240 —0,0010
D = 10,0750 0,2714 0,0007 | 10° 0= [-0,0240 0,3740 —0,0030| 10~*
0,0007 0,0007 0,0861 —0,0010 —0,0030 1,1620
An Y] D Nal aw (3] 2w L]

Tabelle 4.4: Steifigkeiten und Nachgiebigkeiten des Gurtes aus der Laminat-Konfiguration
C.

Da es sich sowohl bei den Gurtlaminaten als auch bei dem einem Steg um symmetri-
sche Lagenaufbauten handelt, kénnen die Komponenten der Kopplungsmatrix B kom-
plett entfallen. Ebenso sind die Laminate frei von jeglichen Schubkopplungen, d.h. die
Dehnsteifigkeit Ai¢ als auch die Dehnsteifigkeit Asg konnen gleich Null gesetzt werden.
Da die Laminate Biege-Drill-Kopplung aufweisen, diirfen die Terme D und Dsg aus der
Biegesteifigkeitsmatrix D keinesfalls verschwinden. Im weiteren Lauf der Arbeit werden
sowohl die Steiﬁgkeiten_als auch die Nachgiebigkeiten aus den Tabellen 4.1, 4.2, 4.3 und
4.4 entnommen und fiir weitere Berechnungen verwendet werden.

4.2.2 Analytische Auswertung

In diesem Abschnitt werden fiir einen expliziten Balkenquerschnitt sowohl die globalen
als auch die sich auf das x-y-z-Koordinatensystem beziehenden effektiven Steifigkeiten
mithilfe der Theorie, die in Abschnitt 4.1 hergeleitet wird, vollsténdig berechnet. Fiir
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den ersten Balkenquerschnitt soll ein offenes Profil gewédhlt werden. Hierfiir soll ein I-
Profil als Basis dienen. Aus den vorhandenen Konfigurationen soll fiir das Laminat A die
vollsténdige Berechnung durchgefiihrt werden. Anschliefend werden die Ergebnisse fiir alle
Konfigurationen miteinander verglichen, wobei die numerischen Losungen aus der FEM
als Verifizierung verwendet werden. Zunéchst benotigt man die Geometrie des Trégers,
der in Abbildung 4.13 dargestellt ist.

| b3 | _
| — =1 Z; y; A
3 WL =Z 3 V3 U3
E # LI E—
2 A nZ ZZ
b2 >y:y % yZ
A,
L -
1 Y
~ | S

Abb. 4.13: Geometrische Parameter fiir einen I-Tréger.

Zusétzlich zu den Geometrien sind in der Abbildung die einzelnen Balkensegmente mit den
jeweiligen nummerierten Bemafiungen und Achsenbeschriftungen markiert. Die Werte fiir
die Parameter aus der linken und rechten Darstellung, die sich in Abbildung 4.13 befinden,
konnen aus Tabelle 4.5 entnommen werden.

by, tr Zk Ue | Qg

Segment k| ) | ] | [m] | )| ]
1 0,200 | 0,028 [-0,236 | 0 | 0

2 0,444 | 0,022 0 0 90

3 0,200 | 0,028 | 0,236 0 180

Tabelle 4.5: Parameter fiir ein [-Tréger mit der Laminat-Konfiguration A.

Der Parameter by beschreibt die jeweilige Breite eines Balkensegments. ¢ stellt die Dicke
des Gurtes bzw. des Steges dar. Die ni-Koordinate lduft entlang des Umrisses bzw. liegt
immer parallel zur Breite des Segments und beschreibt den Umlauf des Querschnitts. Der
Winkel zwischen der jeweiligen n,-Koordinate und der globalen g-Achse wird mit oy ge-
kennzeichnet. Die Abstdnde sowohl in 2- als auch in y-Richtung zwischen den Schwerpunkt
eines Balkensegments und dem globalen Ursprungspunkt werden iiber die Konstanten Zzj
und ¥, beschrieben.

Aus Abbildung 4.13 ist zu entnehmen, dass der I-Tréager aus drei Einzelsegmenten besteht,
wobei zwei davon, die Gurte, identische Geometrien aufweisen. Fiir die Berechnung der
effektiven Steifigkeiten wird im ersten Schritt die folgende Matrix benotigt:

Iz Uk 0
|0 cosay, —sinag 0

L, = 0 sinap cosap O (4.72)
0 0 0 1
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Setzt man fiir jedes Balkensegment die Parameter aus Tabelle 4.5 in die Matrix ein,
ergeben sich drei Ausdriicke fiir die R -Matrix:

1 0,236 0 0 10 0 0 1 —0,236 0 0
0 1 0 0 00 -1 0 0 1 00
& = 0 0 1 0f° &, = 01 0 of" &, = 0 10 (4.73)
0O 0 01 00 0 1 0 0 0 1
Fiir jeden Gurt bzw. Steg kann die A—Matrix wie folgt beschrieben werden:

%11 ;4:12 A:13 11 12 (g o
412 422 423 = |12 Qoo Qg : (4.74)
A13 A23 A33 i 16 Q26 Qe k

Fiir die weitere Berechnung ist aus dieser Matrix nur die gll—Komponente notwendig.
Bei einer Inventierung der rechten Matrix ergibt sich fiir den A;;-Parameter folgender
Ausdruck:

626 — 011066
a1 (03 — 011066) + 011 8% + d6657 — 2611516016

Da die Gurte im Vergleich zum Steg unterschiedliche Laminate besitzen, ergeben sich zwei
Werte fiir den A;;-Parameter. Fiir die Gurte kann ein Wert von

Avll =

(4.75)

~ ~ N
1 3 m
ermittelt werden. Beim Steg erhélt man folgenden Zahlenwert:

(ZH>2 _778,2.10° X (4.77)

m

Auch die w, -Matrizen héngen von den Nachgiebigkeiten des jeweiligen Balkensegments
ab. Es gilt:

aqq Bt 0 —1 516
B 11 0 —3016
w, o= 12 : 4.78)
W, 0 I 0 (
1 1 () 1
—5B16 —5016 0 1066 |,

Mit einer Breite von b; = 0,2 m und den Nachgiebigkeiten aus Tabelle 4.2 konnen fiir die
Gurte folgende Matrizenwerte fiir das |wy] festgelegt werden:

1,935-107° 0 0 0
0 0,274- 10~ 0 0,0007 - 10~
YT T 0 0 0,0058 - 104 0 (4.79)
0 0,0007 - 10~ 0 0,8878 - 10~

Die Breite des Steges ist mit by = 0,444 m festgesetzt. Die sich einstellenden Werte fiir

die Matrix w ) sehen folgendermaflen aus:

2.894 - 107? 0 0 0
0 0.8304 - 10~ 0 0.0028 - 10~
- ’ ) . A
= 0 0 0,0018 - 104 0 (4.80)

0 0,0028 - 10~* 0 0,2438 - 1074
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Uber die Formel

P-y (Bl 'R,) (4.81)

k=1

kann nun die globale Steifigkeitsmatrix des I-Trégers bestimmt werden. Es gilt die folgende
Summe:

=2 =92 =9 =3 =3 =3

o (g %*1@1) + (RwalR ) n (RTmlR )

13791 - 10° 0 0 0
0 63316000 0 —62
N 0 0 3457300 139 |- (4.82)
0 —62 139 63547

Bei Inventierung dieser Matrix ergibt sich die globale Nachgiebigkeitsmatrix des Tréagers.
Es gilt:

7,25-100° 0 0 0
o 01,5810 0 0
L=L = 0 0 280107 —6,33-10-0] " (453
0 0 —6,33-10710 1,57-10°°

wobei WH als Messgrijﬁe % besitzt. Fir WQQ, ng, W24, ng, W34 und W44 gllt die Einheit
ﬁ. AuBerdem stellt sich fiir die Nachgiebigkeiten Wis, Wi3 und Wi, die MaBeinheit ﬁ
ein.

Uber die Gleichung (4.84) lisst sich der Schwerpunkt des Querschnitts berechnen. Hier-
fiir werden die globalen Nachgiebigkeiten aus der W-Matrix benétigt. Da der Ursprung
des globalen Koordinatensystems auf dem Schwerpalkt gelegt wird, miisste aus der Glei-
chung (4.84) resultieren, dass die Schwerpunktkoordinaten z. und y. gleich Null sind. Zur
Uberpriifung soll diese Aussage iiberpriift werden. Folgende Ergebnisse stellen sich fiir die
Schwerpunktkoordinaten ein:

{Zc} _ {sz W23} - {le}
Ye Was Wis Wi3
1,58 1078 0 o 0
T { 0 2,89 - 107] M - {0} (4.84)

Bei beliebigen Querschnitten miisste zunéchst die globale Nachgiebigkeitsmatrix zu der
Nachgiebigkeitsmatrix, die sich auf das x-y-z-Koordinatensystem bezieht, transformiert
werden. Uber eine Invertierung dieser Nachgiebigkeitsmatrix wiirde man nun auch die
effektive Steifigkeitsmatrix erhalten, die sich auf das Schwerpunktkoordinatensystem be-
zieht. Da nun der globale Ursprung auf dem Schwerpunkt liegt, kann folgende Beziehung
festgelegt werden:

[ige]

[

, (4.85)

wobei die P-Matrix sich auf das z-y-z-Koordinatensystem bezieht.
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Uber die Notation aus den Abschnitt 4.1 und den Werten aus der Matrix (4.82) kénnen
folgende effektive Steifigkeiten ermittelt werden:

Bezeichnung H Symbol Wert ‘ Einheit
Dehnsteifigkeit FEA 13791-10° [N]
Biegesteifigkeit um die y-Achse El,, 63316000 [Nm2]
Biegesteifigkeit um die z-Achse EIl,, 3457300 {Nmﬂ
Deviationsteifigkeit El,, 0 [NmQ]
Torsionssteifigkeit GI; 63547 [Nmz}
Dehn-Biege-Steifigkeit um die y-Achse Ac ks 0 [Nm]
Dehn-Biege-Steifigkeit um die z-Achse A .. 0 [Nm]
Dehn-Torsion-Steifigkeit Ay 0 [Nm]
Biege-Torsion-Steifigkeit um die y-Achse | Ay, -62 [NmQ]
Biege-Torsion-Steifigkeit um die z-Achse | A, . s 139 [Nm?]

Tabelle 4.6: Effektive Steifigkeiten eines I-Trégers mit der Laminat-Konfiguration A.

Da der betrachtende Querschnitt symmetrisch ist, stellt sich fiir die Deviationssteifigkeit
ein Wert von Null ein. Fiir sowohl die Dehn-Biege-Steifigkeit um die y-Achse bzw. z-Achse
als auch fiir die Dehn-Torsion-Steifigkeit ergeben sich Zahlenwerte, die gleich Null sind.
Des Weiteren konnen Ergebnisse fiir die Biege-Torsion-Steifigkeit um die y-Achse und um
die z-Achse festgestellt werden, die im Vergleich zu den anderen Steifigkeiten einen viel
niedrigen Werte aufweisen.

In Tabelle 4.7 sind die analytischen Losungen eines I-Trégers mit den Laminat-Konfigurati-
onen von A bis C aufgelistet, wobei die effektiven Steifigkeiten, die gleich Null sind, nicht
mitaufgefithrt werden.

Laminat- EA El vy El 22 é\] " A;l\nyy,ﬂ A\sz,ﬁ El w
Konfiguration [N] [Nmﬂ [Nmﬂ [Nmﬂ [Nmﬂ [Nmﬂ [Nmﬂ
A 1379117023 | 63316207 | 3457349 | 63547 -62 139 | 191889
B 1322438392 | 72471886 | 3443562 | 63971 -45 157 | 236348
C 1302415533 | 83588180 | 3529218 | 66326 -73 174 | 292494

Tabelle 4.7: Effektive Steifigkeiten eines I-Profils mit den Laminat-Konfigurationen A, B
und C.

Bei einem Vergleich der Losungen zu der Dehnsteifigkeit EA der unterschiedlichen Lami-
nat-Konfigurationen ist zu erkennen, dass das Laminat A den grofiten Wert aufweist. Das
Laminat B besitzt die zweite grofite Dehnsteifigkeit. Der niedrigste Wert wird beim La-
minat C ermittelt. Der Grund hierfiir ist, dass die Konfiguration A im Vergleich zu den
anderen eine erheblich groflere Membransteifigkeit A;; besitzt, obwohl die Querschnitts-
fliche der Konfiguration A im Gegensatz zu den anderen beiden geringer ist. Fiir die
Biegesteifigkeit um die y-Achse El 4y stellen sich genau umgekehrte GroBenunterschiede
ein. Da das Laminat C die groite Hohe besitzt, stellt sich fiir das Flachenmoment ein gro-
Berer Steineranteil ein als bei den anderen Konfigurationen. Somit besitzt das Laminat C
fiir die Biegesteifigkeit um die y-Achse das Hochstmafl. Neben der Torsionssteifigkeit GI "
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kann auch fiir die Biegesteifigkeit um die z-Achse El .. ein geringfiigiger Unterschied zwi-
schen den drei untersuchten Laminat-Konfigurationen festgestellt werden. Die Differenzen
der Torsionssteifigkeit GI ¢+ hiingt davon ab, dass die Biegesteifigkeit Dgg vom Laminat A
bis C niedriger wird. Da sich um die z-Achse keine Steineranteile ergeben, hingt die Bie-
gesteifigkeit El .. hauptséchlich von den Nachgiebigkeiten aus den Tabellen 4.1 bis 4.4
ab.

4.2.3 Numerische Auswertung

In diesem Abschnitt soll eine Verifizierung der Losungen zu den Ergebnissen der effek-
tiven Steifigkeiten fiir einen I-Querschnitt durchfiihrt werden, um die analytischen Lo-
sungen zu bestatigen. Hierfiir wird die FEM als Unterstiitzung herangezogen. Da die
FE-Methode selbst jedoch ein Ndaherungsverfahren ist, kann sie nicht als exaktes Losungs-
verfahren angesehen werden. Die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse sollen mithilfe der
Finite-Elemente-Methode lediglich der Verifizierung der geschlossen-analytischen Losun-
gen dienen. Zuvor sollen die FEM-Modelle, die fiir die Erzeugung der Lésungen verwendet
werden, durch eine Konvergenzstudie gefithrt werden, um sicherzustellen, dass die Modelle
gegen eine Losung konvergieren.

Konvergenzstudie der FEM-Modelle

In diesem Abschnitt soll das benotigte FE-Modell durch eine Konvergenzstudie bestétigt
werden, um zu iiberpriifen, ob die numerische Losung der FEM mit steigender Elementzahl
gegen einen bestimmten Wert konvergiert. Fiir die kommenden Konvergenzstudien wird
ein [-Trager mit der Laminat-Konfiguration B als Testobjekt verwendet. Insgesamt werden
drei unterschiedliche Feinheiten des Netzes verglichen und untersucht. Zu Beginn wird
ein relativ grobes Netz definiert (sieche Abbildung 4.14. Im néchsten Schritt wird eine
mittelfeine und eine sehr feine Vernetzung untersucht, die in den Abbildungen 4.15 und
4.16 dargestellt sind.

Die Diskretisierung der Balkenstrukturen werden ausschlieflich mithilfe von linearen Scha-
lenelemente durchgefiihrt. Neben den linearen Elementen bietet ANSYS auch quadrati-
sche Schalenelemente an, die insgesamt pro Element 8 Knoten besitzen. In dieser Arbeiten
wurden einige FE-Berechnungen mit Schalenelement durchgefiihrt, die quadratische An-
sitze verwenden. Jedoch besteht nur ein geringfiigiger Unterschied zwischen den beiden
Elementen in den Losungen. Infolgedessen werden nur noch lineare Schalenelemente ein-
gesetzt, weil sie eine niedrige Berechnungsdauer besitzen. Neben dem Elemententyp spielt
bei der FE-Analyse die Anzahl der finiten Elemente eine grofie Rolle. Die Menge der ver-
wendeten Elemente hat einen entscheidenden Einfluss auf die Qualitdt der Ergebnisse.
Hierbei ist zu beachten: Je hoher die Elementanzahl ist, desto ldnger kann eine Berech-
nungsanalyse dauern. Zusétzlich kann eine zu hoch bzw. zu niedrig gewéahlte Anzahl von
Elementen zu irrfithrenden oder sogar zu falschen Ergebnissen fithren. Im Folgenden
wird die in dieser Arbeit durchgefithrte Konvergenzstudie fiir die prasentierten effekti-
ven Steifigkeiten beschrieben. Anhand der Abbildung 4.17 kann festgestellt werden, dass
die FEM-Losung mit zunehmender Elementenanzahl gegen einen bestimmten Wert kon-
vergiert. Der Verlauf der groben Vernetzung lauft nicht stetig, sodass nicht geniigend
Elemente fiir die FE-Berechnung verwendet werden. Die sowohl mittelfeine als auch die
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Abb. 4.14: Grobe Vernetzungsdichte.

z

ky

X

Abb. 4.15: Mittelfeine Vernetzungsdichte.

sehr feine Diskretisierung der effektiven Dehnsteifigkeit {iber die Lénge zeigen hingegen
eine stetig verlaufende Kurve. Bei kleinen Balkenldngen konnen relativ grofle Unterschiede
zwischen den Kurven entdeckt werden. Mit steigender Lénge erkennt man eine deutliche
Verbesserung der FE-Ergebnisse.

Fiir die effektive Biegesteifigkeit um die y-Achse bzw. um die 2-Achse zeigt die Konver-
genzstudie, dass sich fiir alle drei Vernetzungsdichten relativ identische Lésungen ergeben.
Mit zunehmender Anzahl der Elemente konvergiert die Losung gegen einen Wert.

Auch fiir die effektive Torsionssteifigkeit konnen deckungsgleiche Ergebnisse bzw. iiber-
einstimmende Aussagen zur Konvergenzstudie erstellt werden. Dementsprechend wird fiir
die Auswertung der FEM-Modelle nur noch die sehr feine Vernetzung gewéhlt.

Abb. 4.16: Feine Vernetzungsdichte.
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Abb. 4.17: Konvergenzstudie der Dehnsteifigkeit EA fiir die Konfiguration B.
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Abb. 4.18: Konvergenzstudie der Biegesteifigkeit El yy fiir die Konfiguration B, Intervall
von 1 m bis 10 m.

Numerische Ergebnisse

In dieser Arbeit sollen nun die Balkenstrukturen in ein FEM-Modell umgesetzt werden,
um die hergeleiteten analytischen Ergebnisse der effektiven Steifigkeiten zu verifizieren.
Fiir die FEM-Modellierung wird das Berechnungsprogramm ANSYS Workbench und AN-

25 X107 Laminat-Konfiguration B
. M
‘E 7,3
T R I A
(=72 "
- - -Analytik-Laminat-B
O FEM-Laminat-B-Grob
71 o FEM-Laminat-B-Mittelfein
¢ FEM-Laminat-B-Sehrfein
7 ‘ I I |
4 5 6 7 8
L [m]

Abb. 4.19: Konvergenzstudie der Biegesteifigkeit Bl yy flr die Konfiguration B, Intervall
von 4 m bis 8 m.
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Abb. 4.20: Konvergenzstudie der Biegesteifigkeit El .. fiir die Konfiguration B, Intervall

von 1 m bis 10 m.
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Abb. 4.21: Konvergenzstudie der Biegesteifigkeit El .. fiir die Konfiguration B, Intervall

von 4 m bis 8 m.

SYS APDL verwendet. Folgende Schritte miissen fiir ein funktionsfahiges Modell befolgt

werden:

1. Geometrie erstellen,

2. Material erzeugen und zuweisen,

4
6,6 10
L e e e i it ~Saintutt
_62r
26
(S : :
58 - - -Analytik-Laminat-B
O FEM-Laminat-B-Grob
5,6 0 FEM-Laminat-B-Mittelfein
¢ FEM-Laminat-B-Sehrfein
54 ) : ) : ‘

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L [m]

Abb. 4.22: Konvergenzstudie der Torsionssteifigkeit GI ¢ fiir die Konfiguration B.
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3. Randbedingungen festlegen,
4. Belastungen aufbringen,
5. Struktur vernetzen.

In der Programmiersprache APDL von ANSY'S wurde hierzu ein vollautomatisiertes Skript
erstellt.

Die Dicken ¢, und ¢, der Tréger sind im Vergleich zu den Auflenabmessungen i und b, viel
kleiner. Aus diesem Grund werden fiir die Modellierungen der Composite-Tréger lediglich
zweidimensionale finite Elemente verwendet. ANSYS bietet fiir die Diskretisierung der
Modelle eine Vielzahl von Elementtypen, die sich in ihren Ansétzen und geometrischen
Formen als auch in der Anzahl der Knotenpunkte unterscheiden. Hierbei lassen sie sich
in Kontinuum- und Strukturelemente unterscheiden. In diesem Abschnittes werden nur
die zweidimensionalen Schalenelemente verwendet und beschrieben. Im Folgenden werden
allgemeine Informationen zu den verwendeten Elementen der FEM néher erldutert [105]:

e Es wird ein lineares 4-Knoten-Element mit sechs Freiheitsgraden an jedem Knoten
betrachtet (siehe Abbildung 4.23).

e Die Freiheitsgrade in jedem Knoten des Elements beinhalten sowohl die Translation
als auch die Rotation in Richtung bzw. um die z-, y- und z-Achse.

e Die Shell181-Elemente sind fiir die Analyse von diinnen bis méflig dicken Fldchen-
tragwerken geeignet.

e Die Formulierung des Elements entspricht der Mindlin-Reissner-Schalentheorie und
ist fiir die Beschreibung von mehrsichtigen Laminaten aus Verbundwerkstoffen emp-
fehlenswert.

e Die Modellierung von Laminaten aus Verbundwerkstoffen wird iiber diese Schalen-
elemente durch die Schubdeformationstheorie erster Ordnung geregelt.

Die Elementsteifigkeitsmatrizen werden iiber numerische Integration ermittelt. Hierfiir
kann die volle und die reduzierte Integration verwendet werden. Bei einem 4-Knoten-
Element werden vier Integrationspunkte benotigt, um die Steifigkeiten berechnen zu kon-
nen.

Abb. 4.23: Shelll81 Schalenelement.
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Elemente mit voller Integration konnen unerwiinschte Effekt hervorrufen, wie z.B. Schub-
oder Volumen-Locking. Diese Locking-Effekte neigen dazu, vernetzte Strukturen zu sper-
ren, und generieren oftmals ein zu steifes Verhalten.

Z

Abb. 4.24: Integrationspunkte beim Shell-Element, volle Integration (links), reduzierte
Integration (rechts).

Reduzierte Integration hingegen erfordert fiir die Auswertung der Steifigkeitsmatrizen nur
den Elementschwerpunkt. Dementsprechend koénnen Locking-Effekte in den Elementen
vermindert werden. Neben den Vorteilen wie die Verringerung der Laufzeit einer FE-
Rechnung besteht bei der reduzierten Integration die Gefahr, dass sich in den Elementen
ein Nullenergiemodus einstellt. Dieser kinematische Modus wird in der Fachliteratur als
Sanduhrmodus bezeichnet. Moglicherweise kénnen bei der Verwendung von Elementen
mit reduzierter Integration die kalkulierten Dehnungen am Elementschwerpunkt gleich
Null sein. Tritt dieses Phénomen ein, kénnen ungesteuerte Stérungen in der Vernetzung
auftreten. In dieser Arbeit wird zunéchst die reduzierte Integration angewandt, der Sand-
uhrfehler konnte jedoch festgestellt werden. Aus diesem Grund werden die weiteren Rech-
nungen mit voller Integration durchgefiihrt.

Die FE-Methode kann nicht auf direktem Weg die Ergebnisse fiir die effektiven Steifig-
keiten ausgeben. Demzufolge werden analytische Formeln aus der Bernoulli-Balkentheorie
verwendet. Uber diese analytischen Gleichungen lassen sich {iber Verschiebungen bzw.
Verdrehungen an einer bestimmten Stelle der Struktur die gesuchten effektiven Steifigkei-
ten eines Composite-Balkens bestimmen. Leider gibt es keine bekannte Moglichkeit, alle
zehn effektiven Steifigkeiten einer allgemeinen Steifigkeitsmatrix zu ermitteln. Es kénnen
nur fiir die folgenden effektiven Steifigkeiten Losungen iiber die FEM gefunden werden:

o cffektive Dehnsteifigkeit — EA
o cffektive Biegesteifigkeit um die y-Achse — El w
o cffektive Biegesteifigkeit um die z-Achse — El i~

o cffektive Torsionssteifigkeit — GI ”

Es werden Standardexperimente wie z.B. der Zugversuch mit der Finite-Elemente-Metho-
de nachkonstruiert. Im Folgenden werden fiir die effektiven Steifigkeiten ein FEM-Modell
mit den dazugehorigen Randbedingungen und Einwirkungen dargestellt und erlédutert.
Zuséatzlich werden einige Ergebnisse prasentiert, um die geschlossen-analytischen Losun-
gen zu verifizieren.
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Effektive Dehnsteifigkeit EA

Fiir den Querschnitt eines I-Tragers werden insgesamt sieben Knotenpunkte benétigt.
In diesem Abschnitt soll die Laminat-Konfiguration B als Basis verwendet werden. Die
Koordinatenwerte im x-y-z-System koénnen aus der Abb. 4.25 entnommen werden. Die-
se Punkte werden iiber sechs Linien miteinander verbunden. Die Linien liegen auf der
Mittelebene eines jeden Balkensegments und bilden den Querschnitt des Tragers. Fiir die
Balkenldnge L soll ein Wert von 4,5 m angenommen werden. Um die Einzelflachen des
[-Tréagers zu erstellen, werden sowohl die erwédhnten Knotenpunkte als auch die Linien
erstellt, die jedoch mit einem Abstand von L in z-Richtung versehen werden. Zwischen
diesen beiden Linienquerschnitten werden zusétzlich Linienverbindungen erzeugt. Folglich
kénnen die benttigen Flidchen zwischen den Linien generiert werden.

Z Koordinaten
A Knotenpunkt T Y >
— 3 ) | ) | [
1 0 0 0
2 0 0 0.2625
19— 3 0 0.105 | 0,2625
4 0 |-0.105 | 0,2625
5 0 0 -0.2625
® o PY 6 0 0.105 | -0.2625
7 5 5] 7 0 | -0.105 | -0.2625

Abb. 4.25: Darstellung des untersuchten Querschnitts.

Nun werden fiir die produzierten Flachen sowohl die Materialeigenschaften als auch die
Lagenaufbauten zugewiesen. Nach der Geometrieerzeugung wird das komplette Modell
mit Shell181-Elementen vernetzt.

z

RBE2-Spinne RBE3-Spinne

=0 >
N

Uz U= U=

R=R=

Abb. 4.26: Darstellung der Randbedingungen und Einwirkungen fiir einen Zugversuch in
der FEM.



98 EFFEKTIVE STEIFIGKEITEN VON FASERVERBUNDTRAGERN

Im né&chsten Schritt werden die Randbedingungen des Zugversuchs angebracht. Hierbei
werden fiir alle Knotenpunkte am Rand z = L mithilfe einer RBE2-Spinne die trans-
latorischen Verschiebungen in z-Richtung blockiert (sieche Abbildung 4.26). Hierbei wird
zwischen der RBE2- und RBE3-Spinne unterschieden. Eine RBE2-Spinne besitzt steife
Ubertragungseigenschaften und ist fiir die Anbringung von Lagerungen bzw. Randbe-
dinungen geeignet. Elastische Eigenschaften der Verbindung zwischen den verbundenen
Knoten sind mithilfe der RBE3-Spinne gewéhrleistet. Sie werden fiir die Aufbringung von
Einwirkungen bzw. Lasten empfohlen. Zusétzlich werden beim Knotenpunkt 1, der den
Schwerpunkt des Querschnitts symbolisiert, alle sechs Freiheitsgrade gleich Null gesetzt.
Der Composite-Balken soll nun iiber eine Einzellast gezogen werden. An dieser Stelle wird
ein sogenannter Masterknoten erstellt, der einen bestimmten Abstand zum &dufleren rech-
ten Rand besitzt. Die Koordinaten y und z fiir diesen Masterknoten sind gleich Null. An
diesem Knoten wird die Normalkraft N angebracht. Der Masterknoten wird iiber eine
RBE3-Spinne mit allen Knoten des Querschnitts bei x = L verbunden. Mithilfe dieser
Spinne werden die Normalkrifte auf die gewdahlten Knotenpunkte verteilt. Dementspre-
chend wird eine gleichméflige Verteilung der Belastung auf den Querschnitt gewéhrleistet.
Unter Verwendung des oben angefiihrten Modells soll nun die effektive Dehnsteifigkeit
EA ermittelt werden. Dazu wird die analytische Formel fiir die Dehnung ¢ eines linearen
Balkens angewandt [118]. Es gilt:

AL N
=" = ——. (4.86)
L EA
Fiir £A entsteht folgender Ausdruck:
FA—nNL (4.87)
AL '

wobei AL die elastische Langenénderung des Balkens repréasentiert. Fithrt man nun eine
statische Berechnung des FEM-Modells durch, erhélt man aus dem Post-Processing von
ANSYS fiir die Lingenénderung einen Wert von AL = 0,348 - 1075m. Setzt man diesen
Wert in die Gleichung (4.87) ein, ergibt sich bei einer Balkenlinge von L = 4,5 m und
einer Normalkraft von N = 1000N folgendes Ergebnis fiir die effektive Dehnsteifigkeit
FEA:

4,5m

o S EApp = 1293103448 N. 4.
0.348 - 10 om  OFE 93103448 (4.88)

EA — EApp = 1000N

Im Vergleich zur analytischen Losung, die einen Wert von EA = 1322438392N besitzt,
kann ein absoluter Unterschied von 2,22 % ermittelt werden. In Abbildung 4.27 wird der
Composite-Balken sowohl im Ruhezustand als auch im verformten Zustand wiedergege-
ben. Hierbei ist der verformte Zustand mit einem bestimmten Faktor skaliert, um einen
visuellen Unterschied zwischen den beiden Zusténden zu generieren. Um mehrere Ergeb-
nisse fiir die effektive Dehnsteifigkeit aus der FEM zu erhalten, wurde eine Vielzahl von
Rechnungen mit unterschiedlichen Balkenldngen gestartet.
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Abb. 4.27: Verschiebung des Composite-Balkens infolge Normalkraft.

Hierbei wird die Lénge des Balkens in einem Intervall von 1 m bis 10 m verwendet, wobei
die Einzelschritte 0,25 m betragen. In Abbildung 4.28 sind die effektiven Dehnsteifigkeiten
iiber die Lange des Balkens fiir alle drei Laminat-Konfigurationen dargestellt, wobei die
analytischen Losungen mit den FE-Losungen verglichen werden.

Die Ergebnisse aus den hergeleiteten geschlossen-analytischen Losungen der Balkenstruk-
tur weisen fiir alle drei Laminat-Konfigurationen konstante Werte auf. Dementsprechend
héngt die theoretische effektive Dehnsteifigkeit nicht von der Balkenlinge L ab (siehe
Abbildung 4.28). Anhand der numerischen Ergebnisse aus FEM ist zu erkennen, dass die
effektive Dehnsteifigkeit sich iiber die Balkenlédnge verdndert. Interessant zu sehen ist, dass
die FEM-Losungen mit steigender Lénge gegen die dazugehorige Konstante analytische
Losung konvergieren. Im Allgemeinen bedeutet dies, dass die FE-Ergebnisse bei dieser
Methode bei kleinen Léngen falsche bzw. ungenaue Losungen liefern. Bei einer Lénge von
L =1 m koénnen sich Abweichungen von bis zu 20 % einstellen. Einen absoluten Fehler
von 2,22 % stellt sich schon bei einer Balkenldnge von L = 4,5 m ein. Dieses Ergebnis
ist als ingenieurpraktisch ausreichend genau einzuschétzen. Dieses Verhalten der effekti-
ven Dehnsteifigkeit kann bei allen drei untersuchten Laminat-Konfigurationen beobachtet
werden. Wichtig zu erwéhnen ist, dass die verwendete Methode zum Vergleich der Ana-
lytik und der Numerik fehleranfillig ist, weil zum einen die analytischen Losungen auf
der Balkentheorie basieren. Es nur werden eindimensionale Elemente betrachtet. Zum an-
deren werden fiir die FE-Berechnung zweidimensionale Schalenelemente eingesetzt. Des
Weiteren werden die Losungen (hier Verschiebungen bzw. Verdrehungen) aus der 2D-
FE-Modellierung in die Balkentheorie erster Ordnung eingesetzt, um Ergebnisse fiir die
effektiven Steifigkeiten zu generieren.
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Abb. 4.28: Vergleich der Analytik mit der Numerik fiir die effektive Dehnsteifigkeit.

Trotz dieser Vereinfachungen zeigen sich gute Ergebnisse aus der Analytik, die sich mit
den FE-Losungen verifizieren lassen.

Effektive Biegesteifigkeit um die y-Achse Bl vy

Fiir die effektive Biegesteifigkeit um die y-Achse werden die gleichen Schritte fiir die Geo-
metrieerzeugung verwendet wie beim FE-Modell des Zugversuchs, wobei ein zusétzlicher
Querschnitt an einer bestimmten Lénge des Balkens hinzugefiigt wird. Dieser Querschnitt
entspricht einer Balkenldnge von L(wmax)z\%, weil an dieser Stelle die maximale Ver-
schiebung auftritt. Diese maximale Deformation wird fiir die analytische Formel der Bie-
gelinie benotigt, um Ergebnisse fiir die effektive Biegesteifigkeit El yy ZU generieren. Bevor
die Gleichung der maximalen Durchbiegung verwendet wird, sollen die Einwirkungen und
Randbedingungen des FEM-Modells besprochen werden. An den beiden dufleren Réndern

u,=0
RBE-Spinne X/

)

L

Ly >

Abb. 4.29: Darstellung der Randbedingungen und Einwirkungen fiir den Biegeversuch um
die y-Achse in der FEM.

(x =0 und z = L) werden im Schwerpunkt des Querschnitts die Verschiebung sowohl in
y- als auch in z-Richtung blockiert. Zusatzlich wird der translatorische Freiheitsgrad in
der z-Richtung am Schwerpunkt x = 0 gleich Null gesetzt (siehe Abbildung 4.29). Fiir
die Lasteinwirkung wird wieder ein Masterknoten eingefiihrt, der sich an derselben Stelle
befindet wie beim Zugversuch. Wie zuvor wird dieser Knoten mit den Knotenpunkten am



Effektive Steifigkeiten 101

aueren Querschnitt x = L mit einer RBE3-Spinne verbunden. Am Masterknoten wird
ein reines Biegemoment um die y-Achse angebracht. Mit dieser Konstellation wird eine
Biegung um die y-Achse ausgelost und folglich eine Verschiebung des Composite-Balkens
in der z-Richtung erzeugt.

Nun sollen die Verschiebungslosungen aus der FEM verwendet werden, um die effektive
Biegesteifigkeit um die y-Achse zu ermitteln. Die analytische Gleichung fiir die maximale
Verschiebung eines beidseitig gelenkig gelagerten Balkens unter einem reinen Biegemo-
ment, das am Ende x = L angreift, kann wie folgt beschrieben werden [118]:

M, L
Winge = ————. (4.89)
9V3EI,,
Umgeformt nach El vy
El,, = M, L (4.90)
W 9\/§wmaax ’ ‘

wobei J/\/[\y das Biegemoment um die y-Achse darstellt und w,,,, die maximale Durchbie-
gung beschreibt. Fiir das Biegemoment wird bei einer Balkenlédnge von 4,5 m ein Wert
von ]\//Ty = 1000Nm verwendet. Nach einer statischen Berechnung des beschriebenen FE-
Modells kann eine maximale Verschiebung von wy,., = 0, 176m - 10~ festgestellt werden.
Wird dieses Ergebnis in die Gleichung (4.90) einsetzt, kann fiir die effektive Biegesteifigkeit
EI yy folgender Wert errechnet werden:

M,L*  1000N'm (4,5m)
93BWmae  9V3-0,176m - 10—4

E\]yy — E\—,yy,FE = — E/’\I%FE = 73808983 Nm?.
(4.91)

Bei einem Vergleich der theoretischen Losung mit dem FE-Ergebnis kann eine Abweichung

L/3

- >

Abb. 4.30: Verschiebung des Composite-Balkens infolge Biegung um die y-Achse.

von 1,81 % festgestellt werden. Die durch die Einwirkung entstehende Durchbiegung ist
in der Darstellung 4.30 abgebildet.
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In Abbildung 4.30 ist zu erkennen, dass die maximale Durchbiegung sich nicht in der
Mitte befindet, sondern sich bei einer Lénge von L = \% einstellt. Auch fiir die effektive
Biegesteifigkeit ergibt die analytische Gleichung eine Losung, die unabhéngig von der
Balkenldnge L ist.

In Abbildung 4.31 werden die theoretischen Losungen mit den numerischen Losungen aus
der FEM miteinander verglichen. Auch in dieser Abbildung ist eine Verdnderung der effek-
tiven Biegesteifigkeit Bl yy iber die Lange des Balkens festzustellen. Jedoch konvergieren
die Losungen aus der FEM relativ frither als bei der effektiven Dehnsteifigkeit. Einerseits
liefert die Numerik relativ unbefriedigende Ergebnisse bei Balkenlédngen bis zu 1 m. Ande-
rerseits entstehen schon bei Langen von 2 m Abweichungen, die nicht hoher sind als 7 %.

Effektive-Biegesteifigkeit um die y-Achse Uber die Lange eines
I-Profil Balkens fiir die Laminat-Konfigurationen A,B & C

;
16 10

O Laminat-A-FEM

- - -Laminat-A-Analytik
O Laminat-B-FEM

- - -Laminat-B-Analytik
¢ Laminat-C-FEM

- - -Laminat-C-Analytik

14

Abb. 4.31: Vergleich der Analytik mit der Numerik fiir die effektiven Biegesteifigkeiten,
effektive Biegesteifigkeit um die y-Achse.

Abbildung 4.31 zeigt, dass fiir alle untersuchten Laminat-Konfigurationen die Verhaltens-
weisen dhnliche Effekte hervorrufen. Die geringen Unterschiede zwischen den Losungen der
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Effektive-Biegesteifigkeit um die z-Achse Uber die Lange eines
I-Profil Balkens fiir die Laminat-Konfigurationen A,B & C

5
a2 10

O Laminat-A-FEM
- - -Laminat-A-Analytik

40 O Laminat-B-FEM
— - - -Laminat-B-Analytik
ZE ¢ Laminat-C-FEM
.38 - - - Laminat-C-Analytik
(g
36
__________________________ b0
_____________________ :.____-Q:ﬁgﬁ::::?_,
34 : : ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘ ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abb. 4.32: Vergleich der Analytik mit der Numerik fiir die effektiven Biegesteifigkeiten,
effektive Biegesteifigkeit um die z-Achse.

Analytik und Numerik ab Balkenldnge von L = 5 m sind auf die verwendeten Methoden
zuriickzufiihren.

Fiir die effektive Biegesteifigkeit um die z-Achse lésst sich dasselbe Modell verwenden,
das fiir die Biegesteifigkeit El yy beschrieben wurde. Jedoch muss die Einwirkung von
einem Biegemoment um die y-Achse zu einem Moment um z-Achse editiert werden. Die
definierten Randbedingungen an den jeweiligen dufleren Knoten, die sich im Schwerpunkt
befinden, bleiben unveréndert. Auch die Ergebnisse der effektiven Biegesteifigkeit um die
2-Achse weisen dhnliche Verhaltensmuster wie beim ersten Biegeversuch auf. Die FEM-
Ergebnisse konvergieren in gleicher Weise mit steigender Lénge gegen die analytischen
Losungen.
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‘k:y

X

Abb. 4.33: Verschiebung des Composite-Balkens infolge Biegung um die z-Achse.

Ebenfalls tritt bei diesem Versuch die maximale Verschiebung, die jetzt eine Ausdehnung
in der y-Richtung aufweist (siehe Abbildung 4.33) bei einer Lange von L = \% ein. Fir die
Laminat-Konfiguration B stellt sich bei einer Balkenlénge von L = 4,5 m eine maximale
Deformation von wyes = 3,81 m - 1073 ein. Fiir die effektive Biegesteifigkeit El »» kann
folgender Wert berechnet werden:

M.L>  1000Nm (4,5m)
INVBWimae  9V3-3,81m - 104

im Vergleich zu der analytischen Losung kann eine geringe Differenz von 0,99 % festgelegt
werden.

El.— El.pp= v Bl pp = 3409549Nm?2. (4.92)

Effektive Torsionssteifigkeit GI ¢

Abschlielend soll die analytisch ermittelte effektive Torsionssteifigkeit GI ¢+ mit der FEM
bestétigt werden. Fiir die Geometrieerzeugung wurden die identischen Schritte angewandt
wie bei den zuvor untersuchten Modellen.

u,=( a E u,=0
ux:uy:uzz
RY:R)/: Z:
z =04

RBE-Spinne

Abb. 4.34: Darstellung der Randbedingungen und Einwirkungen fiir den Torsionsversuch
in der FEM.
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Bei diesem Fall wird keine Verschiebung, sondern eine Verdrehnung aus der FEM ange-
nommen. Der Composite-Balken wird mit einem Torsionsmoment um die Schwerpunk-
tachse belastet (siehe Abbildung 4.34). Fiir die Anbringung des Torsionsmoment ins FE-
Modell wird wiederholt ein Masterknoten verwendet. Uber eine RBE3-Spinne werden die
Knoten auf dem Rand x = L mit dem Masterknoten verkniipft. Dementsprechend wird
eine gleichméflige Verteilung der Last auf die Struktur generiert. Fiir die Randbedin-
gungen wird eine Gabellagerung am Rand x = 0 angebracht. Infolgedessen werden die
Verschiebung in y-Richtung der Knotenpunkte 3, 4, 6 und 7 blockiert. Die Gabellagerung
sorgt dafiir, dass keine Wolbspannungen entstehen. Die durch Verwélbungen hervorgeru-
fen Verschiebungen in Richtung der xz-Koordinate kénnen sich durch die Gabellagerung
frei bewegen. Des Weiteren werden sowohl die translatorischen als auch die rotatorischen
Freiheitsgrade des Knotens bei x = 0 im Schwerpunkt gleich Null gesetzt.

Mithilfe der maximalen Verdrehung lésst sich die gesuchte effektive Torsionssteifigkeit GI ¢
tiber die folgende Formel ermitteln [118]:

[, == 4.
G1, 5 (4.93)

wobei ¢ die Verdrehung ist und in Bogenmaf$ gerechnet wird. Uber die FE-Berechnung
des erstellen Modells kann eine maximale Verdrehung um die x-Achse am Rand z = L
festgestellt werden. Mit einem Torsionsmoment von 1000 Nm und einer Balkenldnge von
4,5 m ergibt sich fiir die Verdrehung ein Wert von 0,075 rad. Umgerechnet in Grad erhalt
man ¥ = 4, 3°. Eingesetzt in die Formel (4.93) kann folgende effektive Torsionssteifkeit,
die auf der FEM basiert, ermittelt werden:

1000Nm (4, 5m)”
0,075rad

Gl, — Gl pr = — G, pp = 60039Nm?. (4.94)

Die Analytik hingegen ergibt einen Wert von GI , = 63971 Nm?. Es kann zwischen Analy-
tik und Numerik ein Unterschied von 4,91 % diagnostiziert werden. Der verformte Zustand
des I-Trigers in der yz-Ebene zeigt, dass sich eine reine Verdrehnung des Querschnitts um
die z-Achse bzw. um die Schwerpunktachse einstellt. In der isometrischen Darstellung der
FE-Losung (siche Abbildung 4.35 b), ist zu erkennen, dass sich eine maximale Verdrehung
am Randende z = L einordnet.

In der Darstellung 4.36 sind die effektiven Torsionsteifigkeiten iiber die Balkenlénge ab-
gebildet. Es werden von den Laminat-Konfigurationen A, B und C die analytischen Er-
gebnisse mit den in der FEM generierten Losungen verglichen. Auch hier ist zu erkennen,
dass die FEM mit steigender Lange gegen einen bestimmten Wert konvergiert. Die analy-
tischen Losungen der effektiven Torsionsteifigkeiten sind unabhéngig von der Balkenlédnge
und dementsprechend konstant.
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a) Querschnittansicht b) Tsometrische Ansicht

Abb. 4.35: Verdrehnung des Composite-Balkens infolge der Torsion.

3
7010

O Laminat-A-FEM

- - -Laminat-A-Analytik
O Laminat-B-FEM

- - -Laminat-B-Analytik
¢ Laminat-C-FEM

- - -Laminat-C-Analytik

50 -

45 | e |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L [m]

Abb. 4.36: Vergleich von Analytik und Numerik fiir die effektive Torsionsteifigkeit.

Bei kiirzeren Léangen konnen Unterschiede von bis zu 15 % zwischen den Ergebnissen
ermittelt werden. Jedoch stellen sich bereits bei Balkenldngen von 2 m Differenzen von
8,5 % ein. Fiir relativ grofle Balken entstehen Diskrepanzen von nur noch 3 bis 4 %.
Diese Fehlerwerte lassen zum einen damit erkldren, dass die verwendete Analytik sich
auf die Balkentheorie bezieht, wobei fiir die FE-Berechnung zweidimensionale Elemente
verwendet werden.

Des Weiteren wird bei der Analytik fiir die Ermittlung des konstitutiven Materialgeset-
zes die klassische Laminattheorie herangezogen. ANSYS hingegen verwendet mit seinen
Schalenelementen die Schubdeformationstheorie 1. Ordnung. Zum anderen kann auch die
Umsetzung von einfachen Balkenproblemen in die FEM fehlerhaft sein. Ungenauigkei-
ten konnen bei den definierten Randbedingungen oder Einwirkungen bis zur Erstellung
der Geometrien auftreten. Angesichts der erwidhnten Einfliisse konnten trotzdem relativ
vielversprechende Ergebnisse fiir die effektiven Steifigkeiten ermittelt werden.
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Effektive Wolbsteifigkeit E7,,

Fiir eine geschlossen-analytische Form der globalen Stabilitdtsprobleme von Trager, die
aus Verbundwerkstoffen bestehen, werden neben den zuvor validierten effektiven Steifig-
keiten Informationen zur Wolbsteifigkeit El » bendtigt. In Abbildung 4.37 ist die schema-
tische Verwolbung eines I-Profils unter einem Torsionsmoment T dargestellt.

In dieser Arbeit wurde nach allgemeinen Losungswegen der effektiven Wolbsteifig-keit ge-
sucht. Leider wurden nur Losungen fiir orthotrope Balkenstrukturen gefunden. Aus Zeit-
griinden wurde auf eine nidhere Recherche bzw. Untersuchung der Wolbsteifigkeit EAIw
verzichtet. Die Wolbsteifigkeit wird benétigt um Ergebnisse fiir die globale Stabilitét
von Composite-Strukturen darzustellen. Aus diesem Grund wurden fiir alle betrachte-
ten Querschnittformen provisorisch die Losungen von orthotropen Balken verwendet. In
der nachfolgenden Tabelle sind die geschlossen-analytischen Gleichungen der effektiven
Wolbsteifigkeit Bl w, die urspriinglich nur fiir orthotrope Balkensegmente gelten, fiir alle
in dieser Arbeit untersuchten Querschnittsformen dargestellt.

e 1

Abb. 4.37: Verwélbung eines I-Profils unter einem Torsionsmoment T.

Diese Losungen stammen aus [119]. Fiir weitere Informationen iiber die Wolbsteifigkeit
konnen die Werke [119] und [120] verwendet werden.
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Querschnittsform
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Kapitel 5

Globale Stabilitat von
Faserverbundtrigern

5.1 Globale Stabilitidtsprobleme

Nach der Herleitung der Steifigkeitsmatrix von Composite-Trégern soll nun die Theorie
von globalen Stabilitdtsproblemen unter dem Einsatz von Verbundwerkstoffen analysiert
werden. Versagt eine Struktur bzw. ein Bauteil durch eine Lastaufnahme, ohne dass die
zuléssige Werkstoffbeanspruchung iiberschritten wird, spricht man von sogeannten Stabili-
tatsproblemen. Hierbei versagt das Bauteil nicht aus materialspezifischen Griinden wie bei
Festigkeitsproblemen, sondern es weicht zur Seite aus und verliert hierbei die Stabilitét.
Dieses Phédnomen tritt hdufig bei leichtbaugerechten Bauteilen auf.

Fiir isotrope Werkstoffe kann eine Vielzahl von Literaturquellen gefunden werden, in de-
nen das Stabilitdtsproblem ausfiihrlich hergeleitet und dargestellt wird. Fiir ndhere In-
formationen kénnen [121-131] als Nachschlagwerke herangezogen werden. Auch fiir Ver-
bundwerkstoffe gibt es einige Werke, die sich mit dem Stabilitdtsproblem von Tréagern
auseinandersetzt haben, wobei sich die Autoren hauptséichlich auf orthotrope Lagenauf-
bauten und auf symmetrische Querschnitte beschranken.

In dieser Arbeit sollen nun geschlossen-analytische Losungen hergeleitet werden, die das
Stabilitdtsproblem von Composite-Tragern beschreiben. Um die Theorien fiir den Einsatz
von Verbundwerkstoffen zu erweitern, werden die in Kapitel 4 hergeleiteten Steifigkeits-
werte in die betrachteten Theorien eingesetzt. Die folgenden Ausfithrungen wurden aus
[121] adaptiert und fiir Tréger, die aus Verbundwerkstoffen bestehen, weiterentwickelt.

5.1.1 Biegeknicken

In diesem Abschnitt wird das elastische Biegeknicken von Composite-Tragern dargestellt.
Dieses Stabilitatsproblem, auch Euler-Knicken genannt, wurde ausfiihrlich von Leonhard
Euler untersucht. Hierbei wird eine stabférmige Struktur betrachtet, die iiber die Gesamt-
linge eine konstante Biegesteifigkeit ET aufweist. Als Lasteinwirkung wird eine Druckbe-
lastung angenommen, die im Schwerpunkt angreifen soll. Diese Drucklast, in Folgenden
mit N gekennzeichnet, wird auf die betrachtende Struktur aufgebracht und erzeugt zu-
néchst entlang der Langsachse eine Verformung, wobei die Gleichgewichtslage im stabilen
Bereich liegt. Wird nun die beanspruchte Struktur entlastet, geht die Struktur in ihre
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Ursprungsposition zuriick. Beim Erreichen der kritischen Last ]/\\fcr wird im Verzweigungs-
punkt ein indifferenter Gleichgewichtszustand erreicht, der zuvor im stabilen Gleichge-
wicht stand. In diesem Zustand ist eine L&ngsverschiebung immer noch moglich, ohne
dass eine Auslenkung der Struktur auftritt. Bereits kleinste Storungen dieses Zustands
fithren zu einer Auslenkung und die Struktur wiirde durch ein Knicken versagen. Tritt
solch eine Storung hervor, erreicht die Struktur eine neue Gleichgewichtslage, wobei die
Last als iiberkritisch einzuordnen ist. Die ausgelenkte Konfiguration hingegen ist stabil.

Zur Ermittlung der kritischen Kraft wird die Gleichgewichtsmethode herangezogen. Hier-
fiir wird die Struktur infinitesimal seitlich ausgelenkt. Nun kann der infinitesimal zum
Verzweigungspunkt benachbarte Gleichgewichtszustand betrachtet werden (siehe Abbil-
dung (5.1)). In diesem Zustand wirken die gleichen Reaktionskrifte wie unmittelbar vor
dem Verzweigungspunkt. Anhand der Auslenkung der Struktur kann ein Gleichgewichts-
zustand abgeleitet und dargestellt werden. Zusétzlich zur Kraft N entsteht im Schnitt ein
Biegemoment ]\//Ty, das im verformtem Zustand wirken muss (siehe Abbildung (5.1)). Die
aufgebrachte Last N wirkt stets parallel zur urspriinglichen belasteten Schwerpunktach-
se des Stabes. Aus dem Momentengleichgewicht um die y-Achse kann das Biegemoment
J/\/[\y (x) aus der benachbarten Gleichgewichtslage formuliert werden:

> =My =0 0=1M,(x) - Nuw (). (5.1)

M
w” (x) = — i@), (5.2)
El,,
umgeformt nach dem Biegemoment:
M, (z) = —Elyu" (), (5.3)

kann folgende homogene Differentialgleichung dargestellt werden:

—_~ AN N
0=-FEl,uw" (x)— Nw(z) <= 0=v" (2) + =w (x). (5.4)
El,,

Fiir eine iibersichtliche Darstellung wird die Substitution ¢ = EAJIV angewandt, somit gilt
vy

fiir die homogene Differentialgleichung;:

0=w"(x)+w(x). (5.5)
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N

7

Abb. 5.1: Gelenkig gelagerte stabférmige Struktur unter Druckbelastung: Links im Grund-
zustand, Mitte im verformten Zustand und rechts als Freikorperbild [121].

Nun wird fiir diese Differentialgleichung eine nicht triviale Losung w (z) # 0 gesucht.
Nur fiir den Parameter ¢ miissen Werte gefunden werden. Die allgemeine Losung der
homogenen Differentialgleichung lautet:

w (x) = wy sin (¢x) + wy cos (sz) (5.6)

wobel w; und w, unbekannte konstante Parameter sind. Mit Zuhilfenahme der Randbe-
dingungen, die sowohl bei x = 0 als auch bei x = L eine gelenkige Lagerung aufweist,
werden die unbekannten Konstanten ermittelt. Die Struktur kann an beiden Réandern kei-
ne Verschiebungen w (z) aufweisen. Mit dem Einsetzen dieser Randbedingungen liegen
zwei neue Gleichungen mit zwei unbekannten Konstanten vor:

w(z=0)=0 = wy =0,
w(x=L)=0 = wy sin (¢L) = 0.

Fiir die Gleichung (5.8) kann zunéchst eine triviale Losung mit w; = 0 festgestellt werden.
Wird der ¢-Parameter mit der Lénge L multipliziert, konnen nicht triviale Losungen
erzeugt werden, die wie folgt beschrieben sind:

sL =nm n=1,2 3,... (5.9)

Bei diesen nicht triviale Losungen konnen sich seitliche Verformungen der Struktur erge-
ben. Fiir n = 1 erhélt man die niedrigste Last, die eine Auslenkung der Struktur hervor-
ruft. Im Regelfall wird genau diese Last gesucht. In der Fachliteratur wird sie allgemein
als kritische Last oder Eulersche Knicklast bezeichnet. Uber die Beziehung

2 N
L El,,

erhélt man fiir n = 1 folgende kritische Last:

. 2BT
N, = % (5.11)
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Unter der kritischen Last lésst sich die Auslenkungsfunktion der Struktur wie folgt for-
mulieren:

T

w (x) = wy sin <T> . (5.12)
Dabei ist die Amplitude w; der Sinus-Halbwelle noch unbekannt. Die Theorie zweiter Ord-
nung léasst Linearisierungen zu, weil die Auslenkungen der analysierten Struktur als klein
eingeschétzt werden. Mochte man nun die geknickte Auslenkung der Struktur bestimmen,
miissen Theorien mit héheren Ordnungen herangezogen werden. Diese Theorien diirfen
nicht linearisiert werden und miissen grofie Auslenkungen darstellen kénnen.

Theorie 3. Ordnung

! imperfekter Stab
Theorie 1. Ordnung ,‘E/ P
f
]
w
Sl Mo

Abb. 5.2: Druckkraft-Auslenkungs-Diagramm einer stabférmigen Struktur unter Druck-
belastung.

Bei einer stabilen Gleichgewichtslage kann keine seitliche Auslenkung der Struktur wahr-
genommen werden. Alle Losungen der Druckbelastung, die unter der kritischen Last liegen,
(]\Af < ]VCT) gelten als triviale Losung. Zwischen der stabilen und indifferenten Gleichge-
wichtslage stellt sich fiir n = 1 der Verzweigungspunkt dar (siche Abbildung 5.2). Genau
an dieser Stelle erreicht die Drucklast die kritische Knicklast, es gilt: N = ]Vcr.

Im Druckkraft-Auslenkungs-Diagramm (siche Abbildung 5.2), sind die Verzweigungspunk-
te und die dazugehérigen Aste fiir sowohl n = 1 als auch fiir n = 2 dargestellt. Hierbei
ist der Weg vom niedrigsten zum hoéheren Verzweigungspunkt als labil anzusehen. Dem-
nach kénnen bei kleinen Storungen seitliche Auslenkungen der Struktur auftreten. Die
Last wiirde sich zu den seitlichen Asten des nichst tieferen Verzweigungspunkts bewegen
und dementsprechend die benachbarte stabile Gleichgewichtslage erreichen. Die Amplitu-
de der Auslenkung bleibt nach der Theorie zweiter Ordnung undefiniert. Fiir n = 1 erhélt
man infolgedessen eine horizontale Gerade, die durch den Verzweigungspunkt geht. Ob
die Struktur nach rechts oder links ausweicht bzw. einknickt, bleibt ebenfalls unbestimmt.
Folglich teilt sich die Losung im Verzweigungspunkt sowohl in eine horizontale als auch
in eine vertikale Losungsgerade.

Mit Zuhilfenahme der Theorie dritter Ordnung kénnen nicht lineare Beziechungen zwischen
der Auslenkung der Struktur und der dazugehorigen kritischen Last dargestellt werden,
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wie in Abbildung 5.2 veranschaulicht wird. Daraus ergibt sich fiir den Losungsgraphen ei-
ne Funktion, die zur dritten Ordnung gehort. An dieser Stelle ist es wichtig, zu erwéhnen,
dass die betrachtete Struktur als ideal angesehen wird. Fiir die Beschreibung der Theo-
rie wird eine modellhafte Struktur herangezogen und analysiert. In der Realitédt werden
sowohl die Geometrien und Materialien als auch die Lasteinwirkungen und Randbedin-
gungen der betrachteten Struktur als imperfekt beurteilt. Dementsprechend wiirde bei
einer realen Struktur die kritische Druckbelastung stets unter der theoretischen Knicklast
liegen. Folglich tritt eine seitliche Verschiebung der Struktur viel frither auf.

Nicht nur die Knickform, sondern auch die kritische Eulerlast sind von der Auswahl
der Randbedingungen der stabférmigen Struktur abhéngig. Sie legen sowohl fest, wel-
che Auslenkungsform entsteht, als auch die Gréfenordnung der Knicklast. Werden die
Querschnittform und die Materialeigenschaften der Stabstruktur nicht modifiziert, kann
generell festgestellt werden: Je steifer die Randbedingungen der Struktur gewéhlt werden,
desto grofer wird die kritische Knicklast.

Angesichts der Differentialgleichung (5.5) und der allgemeinen Gleichung (5.6) kann fiir
die Stabstruktur lediglich der Eulerfall 2, beidseitig gelenkig gelagert, analysiert werden.

dx ~ o~
= de, N+dN

t t— M, [\ M+di, _j\ ) dq}{gwﬁd@l,
l N,\Q@%,NMN AR ~N+aN,

es) 0+dQ, N\

{7 ~0.d9,

Abb. 5.3: Differentielles Schnittelement der Lénge dz (links), Schnittgrofien am differen-
tiellen Schnittelement (Mitte) und Komponentenzerlegung der Normal- und Querkraft
(rechts) [100], [121].

In dieser Arbeit sollen nun weitere Randbedingungsfille und die dazugehérigen kritischen
Knicklasten analysiert werden. Hierfiir werden die Schnittgréfien an beiden Schnittstellen
der infinitesimalen ausgeknickten Struktur herangezogen. Aus Abbildung (5.3) ist zu ent-
nehmen, dass zwischen den beiden Schnittufern die Schnittgrofien sich jeweils um einen
differentiellen Wert unterscheiden. An dieser Stelle muss beachtet werden, dass sowohl bei
der Normalkraft als auch bei der Querkraft an beiden Schnittufern die Richtungen der
Schnittkrifte unterschieden werden. Anhand der Abbildung (5.3) ist zu erkennen, dass die
Normal- und Querkréfte in zwei Komponenten zerlegt wurden. Entsprechend der Theorie
zweiter Ordnung wird der Biegewinkel w’ (x) als klein angenommen und vernachlassigt.
Der verformte Balken besitzt approximativ die gleiche Lénge wie bei der Ausgangslage.
Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die verformte Struktur lauten wie folgt:

S~ =M, =0<=0=dM, — N.dz, (5.13)

>

7

Nz =0+ 0=dN — N.du' (z), (5.14)
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Y =Niz=0<=0=dN.+ Nduw (z). (5.15)

i

Formt man die Gleichung (5.13) nach NZ um und setzt dieses Ergebnis in die Gleichung
(5.14) ein und verwendet die Differentialgleichung der Biegelinie zweiter Ordnung, siehe
Gleichung (5.2), kann folgender Ausdruck dargestellt werden:

AN _dM, dw’ (x) dN o d (/\] dw’ (1’)) duw’ (95) (5.16)

R = - =
dx dzx dx dx dx Woodx dx

Der rechte Teil der Gleichung kann vernachléssigt werden, weil sie als Gleichung hoherer
Ordnung als klein gilt. Im Rahmen der verwendeten Theorie wird die betrachtete Struktur
unter einer gleichbleibenden axialen Druckkraft belastet. Demzufolge gilt N, = —N. Die
Beziehung zwischen Querkraft und Biegemoment wird wie folgt definiert:
dM,  ~

=Q,. 5.17
o0 (517)

(]\/J\y +d]\//.7y) - ]\/Zy — Nodz =0 <

Bei einer Zusammenfithrung der Gleichungen (5.2), (5.15) und (5.17) entsteht eine Diffe-
rentialgleichung vierter Ordnung, die sich wie folgt darstellen l&sst:

0= <E\Iyyw” (x))ﬁ + Nu' (z). (5.18)

Durch Wiedereinfiihrung der Substitution ¢? = Eilv entsteht folgender Ausdruck:

vy

0=w"™) (z) +w’ (z). (5.19)
Die Losung der homogenen Differentialgleichung lautet allgemein:
w (x) = wy sin (¢x) + ws cos (¢x) + w3 + wy. (5.20)

Uber die Randbedingungen koénnen die unbekannten Konstanten wy, ws, w3 und w4 be-
rechnet werden. Insgesamt werden vier Lagerungstypen betrachtet. Diese vier Grundfille
werden in der Fachliteratur als Eulerfille bezeichnet. Die vier Eulerfille mit den dazuge-
horigen Randbedingungen sind in der nachfolgenden Tabelle abgebildet. Zusétzlich ist die
seitliche Auslenkungsform bzw. Knickform des jeweiligen Falls dargestellt. Fiir einen ein-
fachen Ausdruck der kritischen Knicklast wird der Eulersche Knickbeiwert k.. eingefiihrt.
Die allgemeine Losung der kritischen Knicklast lautet:

S Bl
NCT — kCTT. (521)

Die Knicklast NCT kann auch unabhéngig vom Knickbeiwert k.. formuliert werden. Hierfiir
wird die freie Knickldnge L, eingefiihrt. Sie beschreibt die Lénge zwischen zwei Punkten
auf der Auslenkungsform, in der die zweite Ableitung der Biegelinie gleich Null ist. Dem-
geméfl kann die Gleichung (5.21) wie folgt beschrieben werden:

]/\? m 2E\']

- = ) (5.22)
L
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wobei die Knicklange L, folgendermaflen definiert wird:

L
kC’f’ .

In der Gleichung (5.22) wird das kleinste Trégheitsmoment der untersucht Struktur ver-
wendet. Voraussetzung hierfiir sind identische Randbedingungen um die y- und z-Achse.
Treten unterschiedlich Lagerungen fiir beide Achsen auf, miissen diese unabhéngig von-
einander untersucht werden.

Eulerfall | 11 111 v
N¢ N¢ f\w N¢
TR T
Lagerung . / It !
& \‘\ :: :‘ //
Knickform I '-‘ L :' L ‘\ L \
‘ Il‘ ‘\\ \\
| \\ k \\
s ‘\ ke I =
- “‘YJL\ “<—\m<§ A “‘Yﬂ\ “‘Jg
Knickbeiwert
0.25 1 2,04 4
b
Knickléange
I 2L L 0,7L 0,5L
0

Abb. 5.4: Die vier Euler-Knickfille.

5.1.2 Drillknicken und Biegedrillknicken

In diesem Abschnitt sollen neben dem Biegeknicken weitere Stabilitédtsprobleme analysiert
werden, die bei stabformigen Strukturen unter Druckbelastung auftreten konnen. Bei
offenen Profilen liegt hédufig eine Kombination aus Biegung und Verdrehung vor, wobei
die Biegungen sich auf die Hauptachsen beschrinken und die Verdrehung sich um die
Schwerpunktachse bzw. parallel zur ihr bezieht.

Folgende Stabilitatsprobleme kénnen bei einigen Profilen auftauchen:

e Biegeknicken, sowohl um die y-Achse als auch um die z-Achse
e Drillknicken um die x-Achse

e Biegedrillknicken, sowohl um die y-Achse als auch um die z-Achse.
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Die ersten beiden Stabilitdtsprobleme treten unabhéngig voneinander auf und sind fiir
alle Lagerungstypen mit einer kritischen Knicklast verkniipft. Hierbei ist die kleinste Last
ausschlaggebend und gibt an, welche Knickform auftritt. Der Fall Biegeknicken wurde
ausfithrlich im Abschnitt 5.1.1 erldutert. Der zweite Fall wird als Drillknicken bezeich-
net. Darunter ist eine Verdrehung des Profils um die Schwerpunktachse zu verstehen.
Fiir bestimmte Profile treten diese beiden Stabilitdtsprobleme abhéngig voneinander auf.
Das bedeutet, sie konnen nicht voneinander entkoppelt werden und eine Kombination aus
Biege- und Drillknicken taucht auf. In vielen Literaturquellen wird dieser Fall als Bie-
gedrillknicken bezeichnet. Abbildung 5.6 zeigt beispielhaft fiir ein I-Profil alle méglichen
theoretisch denkbaren Stabilitétsfélle. In diesem Abschnitt wird die Verdrehung mit o
angegeben.

Ausgangslage

| ’ |
l—/\\—\'\ﬁ\ [ ——
Drillknicken | % “ Biegeknicken
v=w=0 um die z-Achse
3#0 |

/ - v#Q
1| 4 i yw=0
! 9=0

]

Biegeknicken ’\S,N
um die y-Achse /7" Biegedrillknicken

v=0 >y —* /\ vEW#EI#Q
w#0 z v, 7

Abb. 5.5: Verschiebungen eines I-Profils fiir alle unter einer axialen Druckbelastung mog-
lichen Stabilitatsfille.

Im néchsten Schritt soll die Herleitung der eben beschriebenen Stabilitétsprobleme dar-
gestellt werden. Zunéchst wird wie schon zuvor eine stabartige Struktur betrachtet, die
an beiden Seiten gelenkig gelagert ist (sieche Abbildung 5.1). Fiir den Querschnitt wird
hier ein L-Profil verwendet, das mit einer Kraft N belastet wird (siche Abbildung 5.6).
Diese Belastung wirkt durch den Fldchenschwerpunkt (FSP). Dementsprechend ist eine
Verdrehung um den Schubmittelpunkt (SMP) ohne Einschrankungen moglich. Die y- und
z-Achse des Profils werden als Hauptachsen definiert.
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Abb. 5.6: Ein L-Profil unter Druckbelastung im Flichenschwerpunkt FSP (links) und die
dazugehorigen Verformungen v und w in Richtung der Hauptachsen y und z. [121]

Zunéchst sorgt die Druckbelastung nur fiir eine Langenénderung entlang der Schwerpunkt-
achse des Profils. Das Profil wird dann an Knicken versagen, wenn die Drucklast einen
kritischen Wert erreicht. Hierbei wiirde sich um die y- oder z-Achse eine Auslenkung des
Stabs einstellen. Mit dieser Verformung wird ein Torsionsmoment 7' () um den Schubmit-
telpunkt hervorgerufen, das durch die Druckbelastung N erzeugt wird. Eine reine Biegung
um die y-Achse sorgt fiir eine Verschiebung v (z). Die Auslenkung w (z) dagegen wird in-
folge einer Biegung um die z-Achse hervorgerufen. Neben diesen beiden Verschiebungen
muss nun fiir diesen Fall eine zusétzliche Verdrehung o (z) um die z-Achse beriicksichtigt
werden, wie in Abbildung 5.7 veranschaulicht wird.

Fiir die Herleitung der kritischen Last wird die Gleichung (5.4) herangezogen. Hierbei muss
beachtet werden, dass sowohl die Biegeauslenkung als auch die Verdrehung der Struktur
eine Auswirkung auf die Verschiebung des Flichenschwerpunkts v, (x) bzw. w, (z) hat
(siche Abbildung 5.7).

X f Z )
V%) . )
S
' . // _ q@ %09 (X)
. VX)) e

¥o »
Z% 7 -~ INFSP i
SMP
e T

Abb. 5.7: Die beim Biegedrillknicken auftauchenden Verschiebungen von Fliachen-
schwerpunkt (FSP) und Schubmittelpunkt (SMP) eines L-Profils [121].

\/
<
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Verschiebungen, die durch eine Verdrehung ¢ (z) auftreten, konnen fiir kleine Winkel als
Yse¥ (x) bzw. ze0 (x) angenommen werden. Fiir die Verschiebungen des Fliachenschwer-
punkts erhalten wir folgende Ausdriicke:

we () = w (z) + yse0 (), (5.24)

Ve () = v (x) — 2560 () . (5.25)
Fiir das Knicken um die y- bzw. z-Achse gilt nun:
0= Elyu' () + N (w (@) + ysed (), (5.26)
fiir das Knicken um die z- bzw. y-Achse gilt wiederum:
0=El.v" (2) + N (v(z) — 20 (). (5.27)

Das Torsionsmoment, das von der z-Koordinate abhéngig ist, wird durch die Differenti-
algleichung der Wolbkrafttorsion beschrieben. Geméafl der Gleichung

T(x) =Toy + Tw = G109 + EI 9™, (5.28)

die nochmals nach x abgeleitet wird, kann nun fiir die Torsion T folgende allgemeine
Differentialgleichung vierter Ordnung présentiert werden:

T (z) = GIp0" + EI 9", (5.29)

wobei das Torsionsmoment 7" sich auf eine Lange bezieht. In Abbildung 5.8 wird ein
infinitesimales Schnittelement mit der Linge dx betrachtet, um das Torsionsmoment T
zu ermitteln. Veranlasst durch die Kriimmungen der geknickten Struktur v” bzw. w”,
entstehen abhéngig von der Druckkraft N die Belastungskomponenten d]\A/'y und d]vz auch
Abtriebskrifte genannt, wie Abbildung 5.8 zeigt.

= z

SMP

N N
T+dT\)_C x

Abb. 5.8: Schnittelement eines infinitesimalen Profils mit der Lange dz und den daraus
resultierenden Schnittkréften dN., dﬁy [121].
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Diese Kréfte halten das Gleichgewicht mit den Normalspannungen des Balkenquerschnitts.
Mit Hilfe der Abbildung 5.9 soll nun der Zusammenhang zwischen den Normalspannungen
und Abtriebskréften dargestellt werden. Als Beispiel dient dﬁy. Zunéchst wird die Summe
aller Kréfte in der y-Richtung gebildet:

> =Niy =0<=0=dN, — 0,dAsin (v},) + (0, + do,) dAsin (v}, + dvly,) . (5.30)

Fiir einen einfachen Ausdruck zu der oben angefithrten Gleichung wird sie nach dﬁy
umgeformt:

AN, = 0,dAv,, — 04dA (U, + dvly,) — dogd A (v, + dv)),) . (5.31)

Abb. 5.9: Beziehung zwischen der Schnittkraft d]vy und den Druckspannungen o, [121].

Uber eine Linearisierung erhélt man

AN, = —0,dAdv!y, — do,dAv,, — do,dAdv,,. (5.32)
Mit
/ U&A "

erhélt die Gleichung (5.32) folgende Darstellung:

~

dN, = —0,dAv,dx — do,dAvy, — V) do,dAdz. (5.34)

Der abschliefend angefiithrte Ausdruck ist verglichen zu den anderen viel kleiner und
kann vernachléssigt werden. Dividiert man die vereinfachte Gleichung durch dz, entsteht
folgende Beziehung

dN, do,
d_[)jy = —O'diUgA - %dAU&A (535)
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Die Normalkraft ]\Afm ist entlang der x-Achse konstant und wird wie folgt definiert:
N, = —N = konst. (5.36)

Es wird der lineare Spannungsansatz

N,
.= — 5.37
o =" (537)
verwendet. Angewandt fiir die Abtriebskraft d]/\7y gilt nun:
dN, N
Fiir d]vz gilt ein dhnlicher Ausdruck:
AN, N
pr Zd Wi, (5.39)

30 43,:9%)
wx)
9x)

-
—F- >

Abb. 5.10: Geometrische Zusammenhénge am ausgeknickten und verdrehten Querschnitt
[121].

Die Verschiebung einer infinitesimalen Querschnittsfliche dA besteht aus zwei Termen,
wobei der erste Term aus der Verschiebung infolge reiner Biegung entsteht und der zwei-
te Term von der Verdrehung abhéngt. Fiir eine bessere Demonstration wird ein Profil
betrachtet, wo sich der Schubmittelpunkt nicht mehr im Profilumriss befindet. In der Ab-
bildung 5.10 sind die geometrischen Zusammenhénge am ausgeknickten und verdrehten
Querschnitt dargestellt, wobei der Winkel 9 (x) als klein gesehen wird. Fiir die Verschie-
bungen wg4 und vga gilt:

wia () = w (x) + Yga¥ (2), (5.40)
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Vaa () = v (x) — Zga0 (). (5.41)

Leitet man die oben angefiihrten Gleichungen nach z ab, erhilt man die Verdrehungen
entlang der z-Achse. Fiir die Kriimmungen muss jedoch die Gleichung (5.41) ein zweites
Mal nach z abgeleitet werden. Es gilt:

wya (2) = w" (2) +Yga?" (z) (5.42)

v () = 0" (2) — Zga?" (). (5.43)

Die Beziehung zwischen der Abtriebskraft, ob in der y- oder z-Richtung, und der dazuge-
horigen Kriimmung kann iiber die Gleichung (5.38) bzw. (5.39) hergestellt und wie folgt
dargestellt werden:

AN, = %dAng (x)dx = %dA (w" (x) + Yy ()) du, (5.44)
< ]/\7 " ]/\7 " = "
dN, = ZdAvdA (x)dr = ZdA (V" (x) — Zga?" (x)) dx. (5.45)

Die Abtriebskrifte d]\Afy und dN, bezichen sich unabhéngig voneinander auf die infini-
tesimale Querschnittsfliche dA. Uber diese Kraftkomponenten entsteht die differentielle
Zunahme des Torionsmoments d7'. Aus der folgenden Summe und Integration erhélt man
fiir das Torionsmoment d7' den Ausdruck:

dT = — / ZaadN, + / TyadN.. (5.46)

Indem die Gleichung (5.46) durch dz dividiert und zuvor die Gleichungen (5.44) und (5.45)
einsetzt werden, kann folgende neue Beziehung aufgestellt werden

dl N
Rl (— / V"Z4dA + / 922 dA + / W' adA + / 19"§dAdA)7 (5.47)
dx A A A A A

Zu den Losungen der folgenden Integrationen

/ ZuadA = 2 A, (5.48)

A

/ ydAdA = yscAa (549)
A

/ 2 dA=T, (5.50)
A

JRZZESS (5.51)
A
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lasst sich die Gleichung (5.47) wie folgt vereinfacht darstellen:

~

dT ~ N
o= =T = —N (250" — yse”) + ]0219", (5.52)

wobei A den Flicheninhalt des Profils angibt. Das um den Schubmittelpunkt basierende
polare Flachenmoment zweiter Ordnung wird folgendermafien definiert:

L=I,+L+A(y.L+2). (5.53)
Der polare Gyrationsradius wird wie folgt berechnet:
1
.9 0
= —. 5.94
ih =" (5.54)

Im Folgenden wird der polare Gyrationsradius i,, fiir die Darstellung der Ergebnisse ver-
wendet. Werden die Gleichungen (5.29) und (5.52) miteinander gleichgesetzt, kann die
partielle Differentialgleichung vierter Ordnung wie folgt formuliert werden:

Etfwﬁ(lv) — ((/J\It — ziﬁ) 0 — N (250" — ygew") =0 (5.55)

Fiir die Losung der Verformung werden sowohl fiir die Verschiebungen v und w als auch
fiir die Verdrehung 9 des Profils folgende sinusférmige Ansatzfunktionen verwendet:

v = Vg sin (%) : (5.56)
w = wp sin <7T—;) , (5.57)
¥ = Yy sin <7TL$> (5.58)

wobei vy, wy und Yy die unbekannten Amplitudenparameter sind. Setzt man diese drei
Ansatzfunktionen in die Differentialgleichungen (5.26), (5.27) und (5.55) ein, entsteht ein
Gleichungssystem mit drei Unbekannten und den folgenden drei Gleichungen:

S 2E]zz
0= (N — 12 ) Vo — NZSC?90, (559)
AT 2E]yy
0=(N-— 72 Wy — Nyscﬁo, (560)
B o~ L\
0= <_7TL2 _G[t—i—z'iN) Yo + Nzgeto + Nysewp. (5.61)

Nur die nicht trivialen Losungen sind von Interesse. Aus diesem Grund muss die Deter-
minante der folgenden Matrix gleich Null gesetzt werden:

N — —”2?{“ 0 —]stc
0 N — Bl Nysc =0 (5.62)

—]/\\723c NySC -z EI“ GIt—i—z N
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Lost man die Determinante der obigen Matrix auf, entsteht folgende Gleichung dritter

2B [« 2B\ 2L~
O:(N— L2 )(N—T — L2 —Glt—i—ZwN
=~ 2 e WZ.E\] =5 2 3 WzE/?zz

— (—NZSC) (N - —L2 yy) - (_Nysc> (N - L2 ) : (563>
Unter bestimmten Bedingungen konnen die Stabilitétsfille Biegeknicken und Drillknicken
entkoppelt voneinander auftreten, wenn z.B. der Schubmittelpunkt auf dem Flachensch-
werpunkt liegt, sodass die Abstinde ys. und z,. in der Gleichung (5.63) gleich Null sind.
Wenn einer der iibrigen Klammerausdriicke zu Null wird, bedeutet dies, dass die angrei-
fende Druckkraft N einen kritischen Wert erreicht und sich in einem Verzweigungspunkt

befindet. In diesem Fall ergeben sich drei voneinander unabhéngige Ausdriicke fiir die
kritische Drucklast. Es gelten folgende Beziehungen:

Ordnung:

fo - TELy, Biegeknicken in der zz-Eb 4
oy = " Ta iegeknicken in der zz-Ebene, (5.64)
A7 ZE\IZZ

NBE = T 73 Biegeknicken in der zy-Ebene, (5.65)
- 1 2EI, 1 —~

Nﬁw — Z‘_zﬁ P + z'_QGIt Drillknicken um die 2-Achse. (5.66)

Die kleinste der kritischen Lasten aus den drei Gleichungen ist die ausschlaggebende
Knicklast. Fiir beliebige Randbedingungsfille sehen die kritischen Lasten, die nun ab-
héangig vom Knickbeiwert k.. sind, wie folgt aus:

<5 wEl,, o

Ny = ker 72 Biegeknicken in der zz-Ebene, (5.67)
< 2E\']zz

NB = Fon - T3 Biegeknicken in der zy-Ebene, (5.68)
. 1 2BT,  —~

N£¢ ) (kCTWT + G[t> Drillknicken um die z-Achse. (5.69)

Liegt der Schubmittelpunkt nicht auf dem Flichenschwerpunkt, kann das folgende allge-
meine Gleichungssystem angewandt werden:

NE. 0 0 10 oz
0 NE, 0 |-Na|O0O 1 —y.||=0 (5.70)
0 0 Ngwli Zsc T Ysc Z?u

Hierbei entsteht eine kubische Gleichung, die zu drei Losungen fiithrt. Auch hier ist der
kleinste Wert die ausschlaggebende Knicklast. Die Gleichung (5.70) gilt sowohl fiir belie-
bige Querschnittsformen als auch fiir beliebige Randbedingungsfille.
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5.1.3 Kippen

Bis jetzt wurden nur axial belastete Balkenstrukturen auf ihr Stabilitdtsverhalten un-
tersucht. Werden laterale Lasten auf eine Struktur aufgetragen, kann sich ein Versagen
einstellen, das dem Biegedrillknicken verwandt ist. Besitzt die untersuchte Struktur ein
Flachenmoment, das viel grofler ist als das Flachenmoment um die andere Hauptachse,
tritt zusatzlich zur Biegeverformung eine Verdrehung der Struktur auf. Dieses Phdnomen
kann bei schmalen und gleichzeitig hohen Balken beobachtet werden. Versagt das Bauteil
bei dieser Konstellation, wird dieses Stabilitdtsproblem als Kippen bezeichnet.

In diesem Abschnitt sollen nun Balken analysiert werden, die zur z-Achse einen symme-
trischen Querschnitt besitzen und die Belastung nur in der Symmetrieebene aufgebracht
wird. In dieser Arbeit sollen hauptséchlich I-Trager untersucht werden. Das Stabilitéts-
verhalten in Form von Kippen solcher Balkenstrukturen wurde ausfiihrlich z.B. in den
Biichern [121], [127], [130] hergeleitet und diskutiert.

In den néchsten Schritten werden einige geschlossen-analytische Ausdriicke fiir dieses Phé-
nomen beschrieben, hierbei werden der Ubersichtlichkeit halber nur einige Schritte dar-
gestellt. Fiir weitere Details konnen die Werke [121] fiir isotrope Balken und [119] fiir
orthotrope Balken herangezogen werden.
Die kritische Knicklast fiir eine beidseitig gelenkig gelagerte Struktur, die an ihren Enden
mit Momenten belastet wird, kann {iber den folgenden Ausdruck berechnet werden [132],
[133]:

0= M2 — NP M, — NENB 2, (5.71)
wobei 1 ein Querschnittsparameter ist, der wie folgt bestimmt wird

51 = Jl + J2 - 2280’ (572)

Fiir einen Balken, der aus einen isotropen Werkstoff besteht, konnen J; und J, wie folgt
beschrieben werden:

1

J = — 22dA, (5.73)
Iy (4)
1

Jo=— [ zdA. (5.74)
[yy (A)

Fiir offene, diinnwandige, isotrope Trager ergibt sich fiir J; und Js:

1
Jy = / (Eh) 23dn, (5.75)
E]yy (9)
1
Jy = / (Eh) zy*dn, (5.76)
E[yy (S)

wobei h die Wanddicke ist und n die Koordinate, die entlang des Umfangs lauft. Fiir diinn-
wandige Composite-Tréager mit orthotropen Eigenschaften gelten folgende Ausdriicke:

1 1
J1 = = —stT], (577)
El,, Js) @
1 1,
Jy = —— —zy“dn. (5.78)
El,, Js) @n
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An dieser Stelle ist es wichtig, zu erwahnen, dass die verwendeten Formeln sich auf or-

thotrope Balkenstrukturen beschrianken, jedoch die effektiven Steifigkeiten fiir allgemeine

Composite-Triager aus Abschnitt 4.1 eingesetzt werden.

Des Weiteren werden die gelenkigen Lagerungen iiber eine Gabellagerung gestiitzt. Dement-
sprechend werden die betrachteten Biegetrdger ohne Woélbbehinderung untersucht.

Eine Umformung der Gleichung (5.71) nach dem kritischen Moment ]\Zr fithrt zu folgender

Gleichung;:

= o5 [ B 5\*  NE@2
M. =NB | = = & , 5.79
Ccrz 2 —"_ 2 + NCB;Z ( )
hierbei gilt fiir
Ncrz = kcrﬁEIzz (580)
und fiir
Ncw = % kCTﬁE[UJ +GI, ). (5.81)

In Bezug auf symmetrische Querschnitte gilt fiir den polaren Gyrationsradius [?] folgende
Gleichung:
B, + Fl..

ZZ = Z?c + E’Z ) (5.82)

hierbei ist z,. der Abstand zwischen dem Flachenschwerpunkt und dem Schubmittelpunkt
in der z-Richtung. Fiir symmetrische Querschnitte ist der Abstand ys. stets gleich Null.

ZW
f 'y ,jj
5 . SMP

sc

Abb. 5.11: Schwerpunkt und Schubmittelpunkt: Abstédnde eines Balkenquerschnitts.

Wird ein Balken {iber die gesamte Lénge L mit einer in der Symmetrieebene wirkenden
Streckenlast p belastet, wobei dieselben Randbedingungen wie zuvor gelten, kann nach
[119] folgende Gleichung aufgestellt werden:

21 3\? R 2_3 1 o~ ~p o~
0= (” + ) 2 — | = Bi+ = fe | LPNE Do — NENE 2. (5.83)
T

1272 or 1272 cr crz
SN—— N~~~
0,01181 0,05800 0,10132
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umgeformt in:

T ﬁcrLZ 3B 2 Ncb;wlc%
Moy = P2 — 11582, | 0,466 0 +0,26781 + || (0,466, +0,26741)" + —Z2=

(5.84)

In dieser Gleichung ist f,. der Abstand zwischen dem Schubmittelpunkt und die Position
der angreifenden Belastung (siehe Abbildung 5.11). Sowohl [133] als auch [134] haben
eine allgemeine Gleichung fiir diinnwandige orthotrope Balken hergeleitet, die die kritische
Knick- bzw. Kipplast angibt, es gilt:

L E\']w ko2

zz

N T2~ E\']w GI, 12
ch :Flkcr_QE[zz F2fsc+F351+ (FQfsc—i_F?)ﬁl)Q—i_ E\ <1+ : >

(5.85)

Sie gilt sowohl fiir beidseitig gelenkig gelagerte als auch fiir einseitig eingespannte Struktu-
ren. Fir die Gleichungen (5.80) und (5.81) kann allgemein folgender Ausdruck présentiert
werden:

A 5B 2 Ncrt[)iw
Qor = FIN,, | Fafse + F501 £ (| (Fafse + F5061)" + —= . (5.86)

crz

Fy, F5 und F3 sind konstante Parameter, die zum einen von der angreifenden Belastung
und zum anderem von der Lagerung der betrachteten Struktur abhédngen. Diese Parameter
sind fiir alle betrachteten Belastungsarten in Abb. 5.12 gezeigt. Der Kippbeiwert k.. hangt
von der Lagerungsart ab. Bei einer beidseitig gelenkigen Lagerung gilt fiir den Kippbeiwert
k.. = 1. Ist das eine Ende eingespannt und das andere frei, wird normaleweise fiir den
Kippbeiwert gleich ein Wert von 0,25 eingesetzt, jedoch wird bei dieser Formel auch bei
dieser Lagerungsart k.. = 1 verwendet [135]. Abhéngig von der Belastungsart erhilt man
auch eine dazugehorige kritische Belastung. Eine Streckenlast p sorgt fiir eine kritische
Streckenlast p.,.. Jedoch wird zun'achAst immer ein kritisches Moment ch berechnet. Fiir
die kritische Streckenlast gilt p.,. = 8%2”
5.12 hinterlegt.

Im den nachfolgenden Abschnitten sollen die ermittelten geschlossen-analyitschen Losun-
gen der globalen Stabilitdtsprobleme von Verbundtriger diskutiert werden. Hierbei werden

. Diese Zusammenhénge sind ebenfalls in der Abb.

die Ergebnisse der Stabilitdtsprobleme zwischen axialer bzw. lateraler Belastung unter-
schieden. Auch die im Kapitel zuvor bestimmten effektiven Steifigkeiten werden fiir die
Analyse der globalen Stabilitdt benotigt.

Fiir die Stabilitatsprobleme infolge der Axiallast werden ingesamt drei Querschnittfor-
men untersucht. Fiir jede Querschnittform werden zunéchst die analytischen Losungen
fiir unterschiedliche Lagerungsbedingungen beschrieben. Im Nachhinein werden einige der
analytischen Ergebnissen mit der Numerik verglichen. Desweiteren werden die Stabilitéts-
probleme infolge der lateralen Lasten analysiert. Fiir die laterale Belastung wird nur die
Querschnittsform eines [-Trégers untersucht, jedoch werden an dieser Stelle drei verschie-
dene Belastungsarten beriicksichtigt und analysiert. Auch hier werden einige Félle mithilfe
der Numerik verifiziert.
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L Konstanten
Lagerung & Belastung kritische Last
F ‘ Fy ‘ Fy
M( )M . =0, 1,000 | 0,000 | 0,500
¢ ¢ ¢ ]
Por = S 1,130 | 0,450 | 0,267
lP
P, = 19 1,350 | 0,550 | 0,212
¢ ¢ ¢ ¢ p
Doy = 2?5” 2.050 | n.a. n.a.
P
Y e |
P = 1,280 | n.a. n.a.

Abb. 5.12: Verschiedene Kippfille.

5.2 Stabilitdtsprobleme infolge der Axialbelastung

Fiir eine stabformige Struktur, die unter einer Druckbelastung steht, konnen sich vier Sta-
bilitdtsformen einstellen. Hierzu gehort das Biegeknicken, sowohl um die y-Achse als auch
um die z-Achse, sowie das Drillknicken um die x-Achse und das Biegedrillknicken, sowohl
um die y-Achse als auch um die z-Achse. Die Stabilitatsfille Biegeknicken und Drillkni-
cken verhalten sich unabhéngig voneinander und kénnen mithilfe der in Abschnitt 5.1
hergeleiteten Theorie mit einer geschlossen-analytischen Knicklast verkniipft werden. Fiir
bestimmte Querschnittsformen kénnen die beiden Stabilitdtsprobleme Biege- und Drill-
knicken gekoppelt voneinander auftreten. Diese Versagenart wird als Biegedrillknicken
bezeichnet. Uber die allgemeine kubische Gleichung

N3 0 0 1 0z
0 NZ 0 |=No|O0 1 —y.||=0, (5.87)

0 0 NBQZ)ZEJ Zse  “Ysc Zi

Ccr
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kann die kritische Knicklast fiir beliebige Querschnittsformen unter variierbaren Rand-
bedingungen ausgegeben werden. Bei Auflésung von Gleichung (5.87) ergeben sich drei
Losungen fiir die kritische Knicklast. Hierbei gilt, dass die kleinste der kritischen Lasten
ausschlaggebend fiir die Stabstruktur ist. Um festzulegen, welches der genannten Stabili-
tatsprobleme relevant ist, werden die Positionsabstinde ys. und z,. vom Flachenschwer-
punkt bis zum Schubmittelpunkt des Querschnitts bené6tigt. In der vorliegenden Arbeit
sollen nun fiir einige ausgewéhlte Querschnittsformen sowohl die analytischen als auch
numerischen Ergebnisse présentiert werden.

5.2.1 I-Profil

Analytische Auswertung

Zunéchst sollen die analytischen Losungen eines [-Triger analysiert werden. Um die kri-
tische Knicklast berechnen zu kénnen, werden die Abmessungen und Lagenaufbauten des
Kapitels 3 und die effektiven Steifigkeiten aus der Tabelle 4.7 benotigt. Bei einem I-Tréger
liegt der Schubmittelpunkt auf dem Flachenschwerpunkt, sodass die Absténde y,. und z,.
gleich Null sind. Bei Auflésung der kubischen Gleichung (5.87), erhélt man folgende drei
Losungen fiir die kritische Knicklast, die unabhéngig voneinander sind:

2 —_~
sp o, T EL, . . .
Ny = ker 72 Biegeknicken in der xz-Ebene, (5.88)
- 2E1..
NB = k’crﬂT Biegeknicken in der xy-Ebene, (5.89)
N 1 2El,  —
N5¢ == (kCTWT + Glt> Drillknicken um die z-Achse. (5.90)

Fiir die Beantwortung der Frage welcher dieser Knicklasten ausschlaggebend ist, werden
die Losungen der drei Gleichungen (5.88), (5.89) und (5.90) iiber die Balkenldnge L pré-
sentiert. Hierbei wird der I-Trédger mit der Laminat-Konfiguration C versehen und fiir
alle vier Eulerfille untersucht. Aus Abbildungen 5.13-5.16 ist zu entnehmen, dass sich die
kritische Knicklast mit steigender Balkenldnge verringert. Ein Vergleich der einzelnen Ver-
laufe eines Graphens zeigt, dass der Stabilitdtsfall Biegeknicken in der xy-Ebene iiber der
Balkenlénge L den niedrigsten Wert aufweist. Dementsprechend ist das Biegeknicken um
die z-Achse der ausschlaggebende Stabilitéitsfall. Die zweitniedrigste Knicklast wiirde ein
Drillknicken hervorrufen. Bei den Eulerfillen 2, 3 und 4 kann ein geringfiigiger Unterschied
zwischen den Fall Biegeknicken in der zy-Ebene und dem Drillknicken festgestellt werden.
Bei einem Vergleich fiir alle vier Eulerfélle der unterschiedlichen Laminat-Konfigurationen
untereinander kénnen folgende Ergebnisse generiert werden. In den Abbildungen 5.17-
5.20 konnen nur geringfiigige Unterschiede zwischen den untersuchten Konfigurationen
festgestellt werden. Diese Losungsform stellt sich fiir alle vier untersuchten Eulerfille ein.
Vergleicht man nur die niedrigsten Knicklasten der unterschiedlichen Randbedingungen
miteinander, ist zu erkennen, dass die kritische Knicklast beim Eulerfall 4 (beidseitig ein-
gespannter Balken) den hochsten Wert erreicht. Auch iiber die Linge des Balkens bleibt
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6

12 10
O BKin der xz-Ebene
101 0O BK in der xy-Ebene
¢ DK um die x-Achse
8 |
z
5 6F
2
4+
2 |
0 w —=—a
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L [m]

Abb. 5.13: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines I-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall I.

%107

O BKin der xz-Ebene
5t 0O BKin der xy-Ebene
¢ DK um die x-Achse

Abb. 5.14: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines I-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall II.

sie im Vergleich zu den anderen Féllen am hochsten. Die néchste groflere Knicklast stellt
sich beim Eulerfall 3 ein. Anschliefend folgt der Fall 2, der beidseitig gelenkig gelagert

12 x10

O BKin der xz-Ebene
10+ 0O BKin der xy-Ebene
¢ DK um die x-Achse

N, [N|

Abb. 5.15: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines I-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall III.
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24 x10

O BKin der xz-Ebene
20t 0O BK in der xy-Ebene
¢ DK um die x-Achse

16

12

N, cr

Abb. 5.16: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines I-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall IV.

10 %10
O Laminat-A
8 O Laminat-B
¢ Laminat-C

Abb. 5.17: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines I-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall I.

ist. Die niedrigste Knicklast entsteht beim Eulerfall 1. Eine Begriindung fiir die Verteilung

5 X 10
O Laminat-A
| 0O Laminat-B
4 ¢ Laminat-C

Abb. 5.18: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines I-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall II.
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7

10 %10
O Laminat-A
s O Laminat-B
¢ Laminat-C

Abb. 5.19: Theoretische kritische Last iiber die Linge eines I-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall III.

7
15 X 10
O Laminat-A
121 O Laminat-B
¢ Laminat-C
z 9
Z 6 |-
3 |
0 ‘
1 2 3 4 5

Abb. 5.20: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines I-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall 1V.

der Lasten ist der Wert des Knickbeiwertes. Je hoher der Knickbeiwert ist, desto grofer
ist auch die Knicklast.

7
14 %10

O Eulerfall-1 Laminat-A
12 ¢ O Eulerfall-2 Laminat-A

Eulerfall-3 Laminat-A
X Eulerfall-4 Laminat-A

10

Abb. 5.21: Theoretische kritische Last iiber die Lange eines I-Profils fiir Laminat A.
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%10

O Eulerfall-1 Laminat-B
127 O Eulerfall-2 Laminat-B

Eulerfall-3 Laminat-B
X Eulerfall-4 Laminat-B

Abb. 5.22: Theoretische kritische Last {iber die Lénge eines I-Profils fiir Laminat B.

7
14 x10

O Eulerfall-1 Laminat-C
12¢ O Eulerfall-2 Laminat-C

Eulerfall-3 Laminat-C
X Eulerfall-4 Laminat-C

Abb. 5.23: Theoretische kritische Last iiber die Lange eines I-Profils fiir Laminat C.

Numerische Auswertung

In diesem Abschnitt wird mithilfe der Numerik versucht, die dargestellten geschlossen-
analytischen Losungen zu verifizieren. Fiir den I-Trager werden zwei explizite Randbedin-
gungsfille, die unter einer Druckbelastung stehen, untersucht. Zum einen soll der Eulerfall
1 analysiert werden. Bei diesem Randbedingungsfall besitzt die Balkenstruktur bei x = 0
eine feste Einspannung. Das Ende x = L verfiigt iiber keine geometrischen Einschrankun-
gen. Um akzeptable Ergebnisse aus der FEM zu erhalten, miissen folgende Lagerungen am
[-Trager angebracht werden. Sowohl die translatorischen als auch rotatorischen Freiheits-
grade der Knotenpunkte am Rand x = 0 werden blockiert. Die Randbedingungen kénnen
an jeden einzelnen Knotenpunkt des Randes x = 0 angebracht werden. Eine weitere
Moglichkeit wire, eine nicht elastische RBE-Spinne {iber einen Masterknoten zu verbin-
den. Dementsprechend miissen die Freiheitsgrade nur fiir den gewéahlten Masterknoten
die Freiheitsgrade gesperrt werden. Die axiale Druckbelastung wird iiber eine elastische
RBE-Spinne eingesetzt. Hierbei werden die Knotenpunkte am Ende x = L mit einen
weiteren Masterknoten, auf die sich die Einwirkungen beziehen, miteinander verbunden.
Uber diese Konstellation wird eine gleichmiBige Kraftverteilung gewihrleistet.

In Abbildung 5.25 sind die Ergebnisse der kritischen Knicklasten iiber die Balkenlén-
ge wiedergegeben, wobei sowohl die geschlossen-analytische als auch die numerische Lo6-
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ux: uy = MZ: O
R=R=R=0

RBE-Spinne
z
RBE-Spinne

w
Abb. 5.24: Randbedingungen und Einwirkungen eines I-Profils fiir den Eulerfall 1.

sung dargestellt wird. Fiir die Abmessungen und Lagenaufbauten wurde beispielhaft die
Laminat-Konfiguration C verwendet. Fiir die theoretische Losung ist zu erkennen, dass die
kritische Knicklast bei niedrigen Balkenldngen gegen unendlich l&uft. Mit zunehmender
Lange lasst sich hingegen feststellen, dass die analytische Knicklast sinkt.

10
O Theorie: BK
---FEM
8
Z 6
= 4
2
0 ! ! M&‘—Q
1 2 3 4 5

L [m]
Abb. 5.25: Eulerfall 1: Kritische Last {iber die Lange eines I-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C.

Beim einem Vergleich des analytischen Verlaufs mit der numerischen Kurve entstehen
zwei Losungsbereiche. Bei Balkenldngen ab L = 3 m stellt sich fiir den Composite-Tréager



134 GLOBALE STABILITAT VON FASERVERBUNDTRAGERN

die globale Versagensform Biegeknicken in xz-Ebene ein. Bei diesen bzw. hoheren Lén-
genbereichen konnen identische Verldufe der kritischen Knicklast registriert werden. Die
Analytik liefert damit also eine geeignete Darstellung fiir das globale Versagen der Geo-
metrie.

Die Ergebnisse der FEM zeigen, dass bei kiirzen Balkenldngen ein vollig unterschiedli-
cher Verlauf der kritischen Knicklast entsteht. In Bezug auf die Eigenform der Balken-
struktur bei niedrigen Léngen konnen Stabilitdtsprobleme entdeckt werden, die nicht der
globalen Versagensform zuzuordnen sind. Wie Abbildung 5.25 verdeutlicht, stellt sich ei-
ne Kombination aus globalen Stabilitdtsproblemen und lokalen Versagensformen ein. Mit
den bisherigen Ergebnissen kénnen jedoch nur die globalen Stabilitétsprobleme darge-
stellt werden. Aus diesem Grund werden fiir kleine Balken grofle Abweichungen aus den
Losungen entstehen. Bei kleinen Balkenlédngen stellen sich Eigenformen ein, die in den
beiden nachfolgenden Abbildungen dargestellt sind. Die Abbildung zeigen ebenfalls, wie

Abb. 5.26: Eigenform eines I-Profils fiir den Eulerfall 1, L = 1m.

Abb. 5.27: Eigenform eines I-Profils fiir den Eulerfall 1, L = 2m.

sich der Steg verformt. Es stellt sich eine Halbwelle kurz vor dem Rand = = L ein, die
etwa bis zur Mitte der Balkenlédnge verlduft. An der Einspannung z = 0 konnen keine
Deformationen gefunden werden. Auch die beiden Gurte besitzen im Vergleich zum Steg
kleine Verschiebungen, jedoch kein Ansatz auf eine Beulform. Die maximale Verschiebung
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kann am &dufleren Rand x = L entdeckt werden. Fiir den I-Trédger mit L = 1m wird ei-
ne einwirkende Drucklast von ]Vx = 3,2 - 10°N benétigt, um die kritische Knicklast zu
erreichen. Bei einer Erhohung der Balkenldnge auf 2 m konnen recht dhnliche Verfor-
mungen der Struktur ermittelt werden, wobei eine zusétzliche Auslenkung in Richtung
der y-Achse festzustellen ist. Auch hier liasst sich eine Kopplung des lokalen und globa-
len Versagens ermitteln. Dabei beult der Steg des Trégers aus, und gleichzeitig entsteht
ein Biegeknicken der gesamten Balkenstruktur in der xy-Ebene. In der Fachliteratur wird
diese Kombination als Gesamtstabilitdt bezeichnet. Die notwendige Knicklast betragt bei
dieser Balkenlinge einen Wert von N, = 1,9 - 106N.

Fiir eine Balkenléinge von 5 m stellt sich das globale Stabilitdtsproblem Biegeknicken
in Richtung der y-Achse ein. In Abbildung 5.28 ist die Eigenform, die bei der kleinsten
auftretenden Knicklast entstand, in der xy-Ebene dargestellt.

Y

Abb. 5.28: Biegeknicken in der zy-Ebene eines I-Triger beim Eulerfall 1.

Die sich einstellende Eigenform besitzt die erwartete Knickform nach dem Eulerfall 1. Die
Verschiebung am Rand x = 0 ist gleich Null. Mit zunehmender Lénge vergréfert sich die
Verschiebung in Richtung der y-Achse bis zum Ende x = L. Dementsprechend kann bei
x = L die grofite Verschiebung festgestellt werden. Die kritische Knicklast nimmt hierbei
einen Wert von J/\}cr =0,3-10°N an.

Im néchsten Schritt soll der Eulerfall 2 analysiert werden. Fiir diesen Randbedingungsfall
werden die Rédnder z = 0 und x = L mit gelenkigen Lagerungen versehen. Fiir den Rand
x = 0 miissen alle drei translatorischen Verschiebungen gesperrt werden, wobei beim
Ende z = L die z-Richtung nicht blockiert werden darf. Um diese Pramissen in einem
zweidimensionalen FE-Modell umzusetzen zu kénnen, werden folgende Randbedingungen
angewandt:

e Blockierung der Verschiebung in z-Richtung eines beliebigen Punkts am Rand x = 0
e an den Réndern z = 0 und z = L der Gurte die Freiheitsgrade in z-Richtung sperren

e Nullsetzung der translatorischen Verschiebungen in Richtung der y-Achse fiir die
Stegenden
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e Gabellagerung an den Réndern x = 0 und x = L (Sperrung der y-Verschiebungen
an den Eckpunkten).

z

Abb. 5.29: Randbedingungen und Einwirkungen eines I-Profils fiir den Eulerfall 2.

Fiir diesen Fall werden zwei entgegengesetzte axiale Drucklasten auf die Struktur einwir-
ken (siche Abbildung 5.29). Sowohl am Rand z = 0 als auch am Ende z = L werden
mithilfe der RBE-Spinne die Belastungen eingeleitet. Die RBE-Spinnen sind mit den da-
zugehorigen Réandern verkniipft.

Sowohl die geschlossen-analytische als auch die numerische Losung der kritischen Knick-
last {iber die Balkenldnge konnen aus der Abbildung 5.30 entnommen werden. Auch fiir
diesen Randbedingungsfall wird die Laminat-Konfiguration C analysiert. Die theoretische
Losung der kritischen Knicklast verlauft bei immer niedriger werdenden Balkenldngen
gegen unendlich. Fiir diesen Fall stellen sich globale Stabilitédtsprobleme erst ein, wenn
die Balkenléinge 4 m erreicht. Ab dieser Linge kann fiir die Composite- Struktur ein
Biegeknicken in der xy-Ebene festgestellt werden. Bei einem Vergleich der numerischen
Losungen mit der Analytik kénnen hervorragende Ergebnisse mithilfe der geschlossen-
analytischen Formel erzeugt werden. Bei kleinen Balkenldngen koénnen sich reine lokale
Versagensformen bilden. Aulerdem kann sich ein Gesamtstabilitédtsproblem einstellen. Die
numerische Losung weist bei Tragerlangen, die unter 2 m sind, reine lokale Versagensfor-
men auf. Geméfl Abbildung 5.30 lassen sich fiir diesen Bereich Girlandenkurven erkennen,
die eine Angabe machen, wie viele Halbwellen sich in der betrachteten Struktur einstellen.
Fiir Langen von 2 bis 4 m, gibt die numerische Losung an, dass ein Stabilitdtsproblem
auftritt, das lokale und globale Versagensformen miteinander verbindet (siehe Abbildung
5.32).
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207

- - O Theorie: BK
O : : ---FEM

16

Abb. 5.30: Eulerfall 2: Kritische Last iiber die Lange eines I-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C.

Aus dem FEM-Post-Processing kénnen fiir eine Balkenlédnge von 1 m keine globalen Versa-
gensformen der Struktur festgestellt werden. Stattdessen versagt die Balkenstruktur rein
lokal. Es stellt sich fiir die kritische Knicklast ein Wert von ]VCT = 7,5 10N ein. In
Abbildung 5.31 sind die genauen Beulformen des Composite-Balkens zu erkennen. Auf-
schlussreich, dass sowohl der Steg als auch die beiden Gurte lokal versagen. Beim Steg
stellen sich zwei Halbwellen ein. Die maximale Auslenkung der Beulen im Steg tritt ca.
bei den Langen x=0,25 m und x=0,75 m ein. Des Weiteren entstehen lokale Versagensfor-
men an den Gurten. Auch in den Gurten kénnen Beulformen, die sinustférmig verlaufen,
entdeckt werden. Die groite entstehende Verformung kann am &ufleren Rand des Gurtes
festgestellt werden. Die Position der maximalen Ausdehnung befindet sich ebenfalls bei
den Koordinatenwerten =0,25 m bzw. £=0,75 m. Im Ubergang zwischen Gurt und Steg
konnen keine Verformungen identifiziert werden. Fiir einen I-Composite-Triger mit einer
Balkenlénge von 2 m konnen im Vergleich zum selben Tréger, der nur 1 m lang ist, erhebli-
che Unterschiede in Bezug auf die Beulform festgestellt werden. Zunéchst ist in Abbildung
5.32 zu erkennen, dass die Balkenstruktur in Richtung der y-Achse knickt. Neben dem
Biegeknicken stellen sich sowohl im Steg als auch im Gurt lokale Versagensformen ein.
An dieser Stelle kann eine Beule beim Steg identifiziert werden, die sich iiber die gesamte
Lange des Balkens streckt. Hierbei tritt die grofite Auslenkung im Flachenschwerpunkt
des Steges auf. An den Gurten hingegen kénnen keine ausgeprigten lokalen Beulphéno-
mene entdeckt werden. Mit einer Druckbelastung von ]vm =7,5- 10N wiirden bei dieser
Konstellation genau die eben beschriebenen Eigenformen auftreten.
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Abb. 5.31: Eigenform eines I-Profils fiir den Eulerfall 2, L = 1m.

Abb. 5.32: Eigenform eines I-Profils fiir den Eulerfall 2, L = 2m.

Abb. 5.33: Lokales Beulen eines I-Tréger beim Eulerfall 2.

Zum Schluss soll noch eine Balkenldnge von 5 m analysiert werden. Abbildung 5.34 zeigt,
dass die untersuchte Struktur knickt. Hierbei lenkt sich der Balken seitlich aus in Richtung
der y-Achse, weil die effektive Biegesteifigkeit um die z-Achse niedriger ist als E1,,.
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Die rechte Darstellung in Abbildung 5.34 présentiert die sich einstellende Eigenform in
der zy-Ebene. Die geometrische Ausrichtung der Eigenform macht deutlich, dass die
Knickform erwartungsgemafl von den verwendeten Randbedingungen in der FEM erfiillt
wird. Fiir den Eulerfall 2 wird der Composite-Tréger an beiden Enden gelenkig gelagert.
Dementsprechend stellt sich die maximale Ausdehnung in der Balkenmitte ein. An den
duBeren Riandern x = 0 und x = L konnen keinerlei Verschiebungen erfasst werden. Die
sich hier einstellende kritische Knicklast betragt Nx =7,4-10°N.

Abb. 5.34: Biegeknicken in der xy-Ebene eines I-Trager beim Eulerfall 2.

Hinsichtlich der eben présentierten Losungen kann festgelegt werden, dass die hergelei-
teten geschlossen-analytischen Losungen sehr gute Ergebnisse liefern. Jedoch gelten die
Losungen nur fiir reine globale Stabilitdtsprobleme. Lokale oder Kombinationen aus glo-
balen und lokalen Eigenformen kénnen nicht mit diesen Losungen abgebildet werden.

5.2.2 C-Profil

Analytische Auswertung

In diesem Abschnitt sollen die ermittelten geschlossen-analytischen Losungen der kriti-
schen Knicklast fiir diverse C-Tréger prasentiert werden. Fiir die analytische Auswertung
werden drei verschiedene Geometrien des C-Profils untersucht (siehe Abbildung 5.35).
Ein C-Tréger setzt sich aus zwei Gurten und einem Steg zusammen. Die Abmessungen in

i 1 == I 7= ;

o o o
3 Y 3 Y 3 V
22 22 22

| 200 210 | 220

Abb. 5.35: Abmessungen der untersuchten C-Profile.

Abbildung 5.35 besitzen die Einheit Millimeter. Wie beim I-Tréger besitzt das C-Profil
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zur y-Achse einen symmetrischen Querschnitt. Da sich zur z-Achse ein unsymmetrischer
Querschnitt einstellt, befindet sich der Flidchenschwerpunkt nicht in der Querschnitts-
kontur. Der Schubmittelpunkt eines C-Trégers liegt nicht auf dem Flachen-schwerpunkt
(sieche Abbildung 5.36). Das Ma8 z,. ist gleich Null, weil der SMP auf der y-Achse liegt.
Fiir den Abstand y,. stellt sich hingegen ein Wert ein. Der Schubmittelpunkt befindet

z

A

Abb. 5.36: Flachen- und Schubmittelpunkt eines C-Profils.

sich dementsprechend auflerhalb des Umrisses. Die Anzahl der Lagen und die dazugeho-
rigen Orientierungen fiir Gurte und Stege konnen Tab. 5.1 entnommen werden. Fiir die
Analyse der kritischen Knicklast werden die effektiven Steifigkeiten der C-Triger beno-
tigt. Hierfiir wird das Profil in drei Segmente zerlegt. Die einzelnen Segmente werden mit
den folgenden dargestellten Bemafiungen und Achsenbeschriftungen versehen. Fiir die
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Abb. 5.37: Geometrische Parameter fiir ein C-Tréger.

drei Laminat-Konfigurationen A, B und C sind die Zahlenwerte der Parameter der Tab.
5.2 zu entnehmen. Die Beschreibung der dargestellten Parameter finden sich in Abschnitt
4.2.2. Fiir die Konfigurationen stellen sich folgende effektive Steifigkeiten ein, wobei einige
Steifigkeiten gleich Null sind und dementsprechend nicht aufgelistet sind:. Da der Schub-
mittelpunkt nicht auf dem Flachenschwerpunkt liegt, ys. # 0, gibt es nach der Auflésung
der kubischen Gleichung (5.87) drei Losungen, von denen zwei eine Kopplung zwischen
Biege- und Drillknicken hervorbringen. Die zwei Losungen beschreiben das Biegedrill-
knicken in der xz-Ebene. Die andere Losung bildet das Biegeknicken in der zy-Ebene.
Folgende geschlossen-analytische Losungen der kritischen Knicklast kénnen angegeben
werden:
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Laminat- Segment by, th Zr Ui o
Konfiguration ke (m] (] (] m| | [°]
1 0,200 | 0,028 | -0,236 | 0,100 | 0
A 2 0,444 | 0,022 0 0,189 | 90
3 0,200 | 0,028 | 0,236 | 0,100 | 180
1 0,210 | 0,025 | -0,2625 | 0,105 | 0
B 2 0,500 | 0,022 0 0,199 | 90
3 0,210 | 0,025 | 0,2625 | 0,105 | 180
1 0,220 | 0,023 | -0,2885 | 0,110 | 0O
C 2 0,554 | 0,022 0 0,209 | 90
3 0,220 | 0,023 | 0,2885 | 0,110 | 180

Tabelle 5.1: Parameter fiir ein C-Profil mit den Laminat-Konfigurationen A, B und C.

Laminat- EA ﬁyy ﬁ“ (/ﬁt ;ﬂi\h.yy_d ;’l\h.u_.l; E\Iw
Konfiguration [N] [Nlllg] [NmQ] [1\'1112] [ng] [1\'1112} [1\1114]
A 1379117023 | 63316207 | 5508547 | 63547 -62 139 | 252860
B 1322438392 | 72471886 | 5870081 | 63971 -45 157 | 326634
C 1302415533 | 83588180 | 6355976 | 66326 -73 174 | 421135

Tabelle 5.2: Effektive Steifigkeiten eines C-Profils mit den Laminat-Konfigurationen A. B

und C.

1. Biegeknicken in der zy-Ebene:

Ney = N5 (5.91)

crz)

2. Biegedrillknicken auf der xz-Ebene:

iw . B B . 2
Nery = 2 D) {zw (Ng, + N2y) + \/ 2 (NB,—NB,)" + 4N52N5wygc] . (5.92)
3. Biegedrillknicken auf der xz-Ebene:
iw . B B . 2
N5 = W {zw (Ncry + Nmp) — \/%% (Ngy — N£¢) + 4N52N£wy§c} . (5.93)

wobei fiir N7, NI und N7, die Gleichungen (5.88) bis (5.90) gelten.

crz) cry CT
Um die Frage zu beantworten welche der dargestellten Knicklasten am bedeutsamsten
ist, werden in den folgenden Abbildungen die kritischen Knicklasten iiber die Balkentra-
gerlinge L miteinander verglichen. Die kritische Knicklast verringert sich mit steigender
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Balkenldnge. Da in den Abbildungen 5.38-5.41 zu den kritischen Knicklasten zwischen
den Stabilitétsféillen Biegedrillknicken und Biegeknicken keine eindeutige Unterscheidung
getroffen werden kann, wurden im weiteren Verlauf weitere Graphen produziert. Fiir diese
Abbildungen wurde die Ordinate um eine Zehnerpotenz reduziert. Fiir die Abszissen sol-
len die gleichen Intervalle beibehalten werden. In Abbildung 5.38 kann fiir Balkenlédngen

6
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Abb. 5.38: Theoretische kritische Last iiber die Lange eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall 1.
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Abb. 5.39: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall II.

bis zu 2,9 m das Biegedrillknicken in der xz-Ebene als ausschlaggebendes Stabilitéatspro-
blem angegeben werden. Dariiber hinausreichende Balkenldnge werden an Biegeknicken
in der zy-Ebene versagen. Auch fiir den Eulerfall 2, beidseitig gelenkig gelagert, kann eine
Verdanderung des Stabilitdtsproblems mit zunehmender Balkenldnge festgestellt werden.
Hierbei tritt Biegedrillknicken bei Langen bis zu 5,8 m ein. Grolere Strukturen wiirden
wiederum um die z-Achse ausknicken. Der Verlauf der kritischen Knicklast in Abbildung
5.40 zeigt den Wechsel von Biegedrillknicken zu Biegeknicken erst bei einer Linge von
8,3 m. Fiir den Eulerfall 4, beidseitig eingespannt, ergibt die analytische Losung, dass die
kleinste kritische Knicklast ein Biegedrillknicken auf zz-Ebene hervorruft. Bis zu einer
Balkenlénge von 10 m kann kein Wechsel zwischen den unterschiedlichen globalen der
Stabilitdtsversagensformen festgestellt werden. Im n&chsten Schritt sollen die kritischen
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Abb. 5.40: Theoretische kritische Last {iber die Lénge eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall III.

7
60 %10

O BKin der x-y-Ebene
50+ o BDKl in der x-z-Ebene

¢ BDK, in der x-z-Ebene

Abb. 5.41: Theoretische kritische Last {iber die Lénge eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall IV.

Knicklasten fiir die unterschiedlichen Laminat-Konfigu-rationen miteinander verglichen
werden. Fiir die Randbedingungen sollen die vier Eulerfille herangezogen werden. In den

x10°

O BKin der x-y-Ebene
25+¢ o BDK; in der x-z-Ebene

¢ BDK, in der x-z-Ebene

Abb. 5.42: Theoretische kritische Last iiber die Léinge eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall I.
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Abb. 5.43: Theoretische kritische Last {iber die Lénge eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall II.
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Abb. 5.44: Theoretische kritische Last {iber die Lénge eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall III.

Abbildungen 5.46-5.49 sind die kritischen Knicklasten fiir das Stabilitétsproblem Biege-
drillknicken iiber die Balkenlénge abgebildet. Hierbei werden die untersuchten Laminat-

%10

O BKin der x-y-Ebene
5 o BDK, inder x-z-Ebene g
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Abb. 5.45: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C, Euler-Fall IV.
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Konfigurationen miteinander verglichen. Beziiglich der Abbildung 5.46 lésst sich feststel-
len, dass die Konfiguration A bis zur einer Lénge von 3 m die geringste Knicklast aufweist.
Die Konfiguration B erzielt die zweit kleinste Knicklast. Ab einer Balkenldnge von 3 m

15 x10
O Laminat-A
190 O Laminat-B
¢ Laminat-C

Abb. 5.46: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines C-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall I.
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Abb. 5.47: Theoretische kritische Last iiber die Liange eines C-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall II.

zeigt sich, dass die Konfiguration C die niedrigste Knicklast hervorruft. Das Laminat A
hingegen erzeugt die gréfite Knicklast. Fiir die anderen Eulerfille stellen sich dieselben
Ereignisse ein, wobei sich der Wechsel der kleinsten Knicklast bei grofleren Balkenléngen
einstellt. Allgemein lésst sich feststellen, dass das Laminat C bei kleineren Balkenléngen
die besten Ergebnisse liefert. Bei relativ groflen Langen wiirde sich das Laminat A emp-
fehlen. Zusétzlich kann festgelegt werden, dass beim Eulerfall 4 die grofiten Knicklasten
auftauchen. Beim Eulerfall 1 stellt sich die kleinste Knicklast ein. Der Unterschied der
kritischen Knicklast zwischen den Eulerféllen ist allein mit dem Knickbeiwert zu erklaren.
Je niedriger der Knickbeiwert ist, desto kleiner wird die gesuchte Knicklast.

Numerische Auswertung

In den néchsten Schritten soll mit Unterstiitzung der Numerik die im Abschnitt zuvor
préasentierten analytischen Losungen eines C-Profils untersucht und verifiziert werden.
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Abb. 5.48: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines C-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall III.
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Abb. 5.49: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines C-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall IV.

Insgesamt werden zwei ausgewihlte Randbedingungsfille analysiert. Zunéchst soll der
Eulerfall 2 betrachtet werden. Dementsprechend werden an den Réndern x = 0 und x = L
eine gelenkige Lagerung angebracht. Um die genannten Bedingungen in einem FE-Modell
zu realisieren, miissen folgende Kriterien erfiillt werden:

e Nullsetzen der Verschiebung entlang der z-Achse eines beliebigen Punkts des Mo-
dells

e Blockierung der Freiheitsgrade in z-Richtung fiir die d&ufleren Rénder der Gurte
e Sperrung der Translation in Richtung der y-Achse fiir die Enden des Steges

e Anbringen einer Gabellagerung an den Rédndern x = 0 und = = L.

Fiir die Einwirkung der zu untersuchenden Struktur werden mithilfe von RBE-Spinnen
zwei entgegen wirkende Druckkrifte, die auf die &uleren Querschnittsfliache verteilt wer-
den, eingesetzt. Die benotigten Masterknoten liegen auf der Schwerpunktachse des C-
Profils.
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Die Ergebnisse der kritischen Knicklast iiber die Balkenldnge L sind in der Abbildung
5.51 dargestellt. Dabei wird die Losung der kritischen Knicklast aus der Analytik mit der
Numerik verglichen. Als Basis fiir die geometrischen Maflie und Lagenaufbauten soll die
Laminat-Konfiguration C dienen. In Abbildung 5.51 ldsst sich der Verlauf der geschlossen-
analytischen kritischen Knicklast in zwei Losungsbereiche aufteilen. Es kann festgestellt
werden, dass bei Balkenlédngen bis zu 5,8 m das Stabilitatsproblem Biegedrillknicken auf-
taucht. Dariiber liegende Balkenldngen verursachen eine reine Biegeknickung um die z-
Achse. In Bezug auf Abbildung 5.51 kénnen fiir die numerisch ermittelte kritische Knick-
last drei Versagensformen festgestellt werden.

z
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Abb. 5.50: Randbedingungen und Einwirkungen eines C-Profils fiir den Eulerfall 2.

An dieser Stelle muss jedoch zwischen lokalen, globalen und gesamten Stabilitétsproble-
men unterschieden werden. Die numerische Losung der Knicklast liefert fiir Balkenldngen
von bis zu 3,1 m nur lokale Versagensformen. Der Wert der kritischen Knicklast sinkt
mit steigender Balkenlédnge. Jedoch steigt die Knicklast bei bestimmten Geometrien kurz-
fristig an und fillt wieder ab. Dieser Zyklus kann im Léangenbereich von 0,6 bis 3,1m
mehrfach beobachtet werden. In der Fachliteratur wird dieser beschriebende Verlauf der
kritischen Knicklast als sogenannte Girlandenkurve bezeichnet. Uber der Girlandenkurve
wird die Anzahl der hervorgerufenen Halbwellen ermittelt. Insgesamt konnen sich bis zu
vier Halbwellen fiir die zu untersuchende Struktur einstellen. Die Halbwellenanzahl héngt
jedoch von der Balkenlénge ab. Zwischen dem Langenbereich 3,1 m und 5,8 m werden
sich kombinierte Versagensformen fiir die Struktur einstellen. Hierbei werden Kopplungen
zwischen lokalen und globalen Stabilitdtsproblemen auftauchen. Fiir das globale Stabili-
tatsproblem stellt sich das Biegedrillknicken in der xz-Ebene ein. Ab Balkenldngen von 5,8
m wird nur noch das reine globale Biegeknicken in der zy-Ebene hervorgerufen. Bei einem
Vergleich der Ergebnisse, kann festgestellt werden, dass die geschlossen-analytische Formel
fiir das globale Versagen auf Biegeknicken eine hervorragende Losung liefert. Im Bereich,
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in dem sich eine kombinierte Versagensform einstellt, konnen relativ gute Losungen gefun-
den werden. Der Verlauf aus der Analytik dhnelt dem aus der Numerik. Jedoch kann ein
Unterschied vom Wert der kritischen Knicklast festgelegt werden. Diese Abweichung tritt
auf, weil die im Rahmen dieser Arbeit hergeleitete Losung keine lokalen Versagenseinfliisse
mitberiicksichtigt. Dementsprechend kann die Losung auch kein zutreffenden Ergebnisse
fiir den Anfangsbereich generieren.
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Abb. 5.51: Eulerfall 2: Kritische Last iiber die Lénge eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C.

Betrachtet man die graphischen Eigenformen aus der FE-Berechnung, lédsst sich fiir ein
C-Profil, das beidseitig gelenkig gelagert ist, mit einer Balkenldnge von 1 m ein lokales
Versagensbild feststellen (sieche Abbildung 5.52. Es stellen sich sowohl fiir den Steg als
auch fiir die Gurte lokale Versagensformen ein. In Bezug auf den Steg kann eine Beule,
die sich iiber die Gesamtflache des Steges erstreckt, identifiziert werden. Der Steg weicht
in positiver y-Richtung aus. Bei den Gurten stellt sich eine Beulform ein, die sich iiber
die komplette Liange ausdehnt, am dufleren Rand des Gurtes wird jedoch die maximale
Verformungsamplitude erreicht. Der obere Gurt weicht nach unten aus, wohingegen der
untere Gurte in die entgegengesetzte Richtung ausgelenkt. Auch bei einer Balkenldngen
von 2 m treten lokale Beulphdnomene auf, jedoch stellen sich fiir sowohl die Gurte als auch
fiir den Steg drei Halbwellen in der Léngsrichtung ein. In Bezug auf die Eigenvektoren
des Steges konnen unterschiedliche Werte festgestellt werden, wobei zwei davon identisch
sind. Die mittlere Halbwelle des Steges besitzt im Vergleich zu den anderen beiden den
niedrigsten Wert. Dabei weicht die mittlere Halbwelle nach innen aus. Die beiden anderen
identischen Beulformen weichen in die entgegengesetzte Richtung aus.
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Abb. 5.52: Eigenformen eines C-Profils fiir den Eulerfall 2, L = 1m.

Abb. 5.53: Eigenformen eines C-Profils fiir den Eulerfall 2, L = 2m.

Abb. 5.54: Lokales Beulen eines C-Triager beim Eulerfall 2.

Die maximale Beulamplitude tritt bei der Lénge x = %‘L bzw. x = %L ein. In Bezug auf die
Beulverformungen der Gurte kénnen drei Halbwellen erkannt werden. Hierbei stellen sich
die maximalen Auslenkungen an den dufleren Kanten ein. Auch im oberen Gurt treten die
jeweiligen Beulamplitude der drei Halbwellen in den Langen x = }LL, xr = %L und x = %L
auf. Die beiden dufleren Halbwellen besitzen identische Eigenschaften und weichen nach
innen aus. Fiir die mittlere Beule, die sich nach oben verformt, stellt sich eine kleinere
Amplitude ein. Aus Abbildung 5.54 ist zu erkennen, dass fiir den unteren Gurt gleiche
Verformungen auftreten wie beim oberen Gurt, wobei sie entgegengesetzt verlaufen.
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Abb. 5.55: Biegeknicken in der xy-Ebene eines I-Tréager beim Eulerfall 2.

Anschlieflend wird eine Beulanalyse fiir die Balkenldnge von 8 m durchgefiihrt. Fiir den
betrachteten Composite-Trager lasst sich das globale Stabilitatsproblem Biegeknicken um
die z-Achse festlegen. Die Struktur weicht seitlich in positiver Richtung der y-Achse aus.
Die maximale Auslenkung der Struktur befindet sich in der Balkenmitte. An den Réndern
x = 0 und z = L koénnen keine Deformationen identifiziert werden. Abbildung 5.55 zeigt
fiir die Balkenstruktur in der zy-Ebene eine sinusférmige Knickform.

Im néchsten Schritt wird der Eulerfall 3 betrachtet. Dementsprechend wird am Rand
x = 0 eine feste Einspannung angenommen. Fiir die Umsetzung einer festen Einspannung
werden fiir die betroffenen Kanten des FE-Modells die translatorischen und rotatorischen
Freiheitsgrade gesperrt. Fiir eine einfache Realisierung wurde hierfiir eine RBE-Spinne
herangezogen. Am Ende z = L wird eine gelenkige Lagerung angebracht. Hierfiir werden
die Verschiebungen der Gurtkanten in z-Richtung gleich Null gesetzt. Des Weiteren wird
die Translation entlang der Stegkante in Richtung der y-Achse blockiert. Zusétzlich wird
am Rand x = L eine Gabellagerung angebracht, die verhindert, dass die Eckpunkte des
Querschnitts sich in y-Richtung nicht verschieben konnen. Die Drucklast wird wieder iiber
eine RBE-Spinne eingeleitet. In Abbildung 5.56 sind die geschilderten Bedingungen fiir die
Freiheitsgrade und Einwirkungen des Eulerfalls 3 systematisch fiir ein C-Profil dargestellt.

U= uy: U= 0
R=R=R=0

RBE-Spinne

z

Abb. 5.56: Randbedingungen und Einwirkungen eines C-Profils fiir den Eulerfall 3.
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Die sowohl numerisch als auch analytisch ermittelte Losung der kritischen Knicklast iiber
die Balkenldnge L konnen aus der Abbildung 5.57 entnommen werden. Anhand der ana-
lytischen Auswertung konnte festgestellt werden, dass die geschlossen-analytische Losung
der Knicklast sich in zwei Losungen unterteilt. Im Rahmen der beriicksichtigten Bedin-
gungen koénnen sich Stabilitédtsprobleme einstellen, die zum Biegedrillknicken und Biege-
knicken gehoren. Welche der beiden Versagensformen auftritt, hingt ausschlieflich von
der Balkenlédnge L ab. In Bezug auf Abbildung 5.57 stellt sich fiir die Analytik ein Biege-
drillknicken ein, wenn der Balken ein geringere Maf} als 8,3 m besitzt. Trager mit Lingen
die dariiber liegen, neigen dazu, rein seitlich auszuknicken (Biegeknicken). Auch bei diesen
Randbedingungsfall liefert die numerische Losung der kritischen Knicklast drei Versagens-
arten. Die auftretenden Versagensformen kénnen wie folgt unterteilt werden:

e lokales Versagen
e globales Versagen

e cine Kombination aus lokalem und globalem Versagen (Gesamtstabilitét).

Fiir Balkenléingen von bis zu 4,5 m treten nur reine lokale Versagensformen auf. Fiir den
Verlauf der Kurve lésst sich eine Reduzierung der kritischen Knicklast mit zunehmender
Balkenlénge feststellen. Jedoch ist die Verminderung der Knicklast im Bereich 0 m < x <
4,5 m nicht sehr signifikant. Es ist sogar davon auszugehen, dass iiber einen bestimmten
Bereich (2 m <z < 4,5 m) die Knicklast nahezu konstant verlduft. Bei Annidherung sich
der Ordinate lédsst sich ein Verlauf der Knicklast gegen unendlich feststellen.
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Abb. 5.57: Eulerfall 3: Kritische Last iiber die Liange eines C-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C.

Geméf Abbildung 5.57 lassen sich im Bereich von 4,5 m < x < 8,3 m kombinierte Versa-
gensformen aus lokalen und globalen Stabilitétsproblemen der Struktur festlegen. Fiir das
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lokale Stabilitdtsproblem stellt sich sowohl im Gurt als auch im Steg eine Beulform ein.
Fiir das globale Stabilitdtsproblem wird hingegen ein Biegedrillknicken in der zz-Ebene
hervorgerufen. Fiir Balkenlédngen, die hoher als 8,3 m sind, konnen auch aus der Numerik
reine Biegeknickungen um die z-Achse feststellen werden. Beim Vergleich der numerisch
ermittelten Losungen mit den aus der Analytik berechneten Ergebnissen kénnen fiir den
Bereich, in dem eine reine Biegeknickung auftritt, iibereinstimmende Verldufe generiert
werden. Im Bereich von 4,5 m bis 8,3 m kénnen annéhernde Verlaufe der kritischen Knick-
last ermittelt werden. Da in diesem Bereich kombinierte Versagensformen auftreten, kann
die verwendete analytische Losung keine genaueren Informationen ausgeben. Dement-
sprechend kann die Losung aus der Analytik auch keine brauchbaren Ergebnisse fiir den
Bereich, in dem reine lokale Versagensformen auftreten, generiert werden. In den néchs-

Abb. 5.58: Eigenformen eines C-Profils fiir den Eulerfall 3, L = 2m.

Abb. 5.59: Eigenformen eines C-Profils fiir den Eulerfall 3, L. = 6m.

ten Schritten werden von gewihlten Balkenldngen die entstehenden Eigenformen aus der
FE-Beulanalyse beschrieben. Zunéchst sollen die Ergebnisse eines C-Profils betrachtet
werden, das eine Balkenldnge von 2m besitzt. Die am Rand x = 0 eingespannte und
am Ende x = L gelenkig gelagerte Balkenstruktur weist bei einer reinen Druckbelastung
ein lokales Beulversagen auf (sieche Abbildung 5.58. Fiir den Steg des C-Profils kénnen
insgesamt zwei Halbwellen in der Langsrichtung identifiziert werden. Die Position der je-
weiligen maximalen Auslenkungen der Beulen befindet zum einem bei z = %L und zum
anderen bei x = %L. Die Beulamplitude der beiden Halbwellen besitzen unterschiedliche
Werte, wobei die Halbwelle bei x = %L eine erheblich niedrigere Auslenkung besitzt. Die
Halbwelle an der Stelle x = %L weicht seitlich nach auflen ab, wohingegen die zweite Beule
nach innen zeigt. Auch fiir die Gurte stellen sich zwei Halbwellen ein, die sich an denselben
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Stellen befinden wie beim Steg. Die maximale Verformungsamplitude beider Beulen liegt
am aufleren Rand des Gurtes. Fiir den oberen Gurt gilt, dass die Halbwelle an der Position
T = %L nach innen auslenkt. Die sich in der Mitte befindliche Halbwelle weicht nach oben
aus. Bei einem Vergleich des absoluten Wertes der Beulamplitude weist die Halbwelle bei
T = %L eine signifikantere Ausdehnung auf. Fiir den unteren Gurt stellen sich identische
Ergebnisse ein, wobei die Auslenkungen in die entgegenlaufende Richtung verlaufen.

Die zweite Balkenlédnge, die ndher beschrieben wird, soll eine Lénge von 6 m besitzen.
Geméf Abbildung 5.59 wird sich eine iiberlagerte Versagensform einstellen, auch Gesamt-
stabilitdt genannt, die sich aus lokalen Beulen und Biegedrillknicken der Gesamtstruk-
tur zusammensetzt. Bei einer separaten Analyse des Steges bzw. des Gurtes, stellen sich
Beulamplituden ein, die relativ geringer sind als die Verformungen, die durch das Biege-
drillknicken hervorgerufen werden. Bei der Gesamtstabilitéit ist es schwierig, die lokalen
Versagensformen zu beschreiben, weil sich hier nicht die typischen Halbwellen darstel-
len lassen. Die Verformungen aus dem globalen Stabilitéitsanteil sorgen fiir eine seitliche
Auslenkung der Struktur in Richtung der z-Achse.

z

Abb. 5.60: Gesamtstabilitat eines C-Profils beim Eulerfall 3.

Zusétzlich entsteht eine Verdrehung des Querschnitts um die Léngsachse. In Abbildung
5.60 ist die Versagensform in der yz-Ebene dargestellt. Der blau markierte Linienquer-
schnitt des C-Profils zeigt die Deformation am Rand x = 0. Durch die Lagerungen werden
an den dufleren Enden der Struktur keine translatorischen Verschiebungen zugelassen. Die
rot gefarbten Linien zeigen den Querschnitt an, wo die maximale Verformung erreicht wird.
Das w,, beschreibt den vertikalen Abstand zwischen der Schwerpunktachse des verformten
und des nicht verformten Querschnitts. Die dabei entstehende Verdrehung wird mit 9,,
gekennzeichnet. Die xzy-Ebene der verformten Struktur zeigt, dass der Knickverlauf des
dritten Eulerfalls auftritt. Es stellt sich dementsprechend eine Knicklange von ungefihr
0,7L ein.
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Abb. 5.61: Biegeknicken in der xy-Ebene eines C-Profils beim Eulerfall 3.

Abschlieflend soll eine Balkenldnge von 10 m analysiert werden. Bei Léngen von x < 8,3 m
tritt lediglich das globale Stabilitdtsproblem Biegeknicken auf. Hierbei weicht die Struktur
seitlich in Richtung der y-Achse aus. Die grofite Auslenkung befindet sich bei z ~ 0, 7L.
Am Rand z = 0 kénnen weder translatorische Verformungen noch rotatorische Verdre-
hungen ermittelt werden. Der Balken verlduft tangential zur x-Achse. Am Rand x = L
sind die Translationen in der yz-Ebene durch die gelenkige Lagerung gesperrt. Dement-
sprechend stell sich an diesem Rand eine Verdrehung ein. Die zu erwartende Knickform
des Fulerfalls 3 kann in Abbildung 5.61 in der zy-Ebene beobachtet werden.

5.2.3 T-Profil

Analytische Auswertung

Im folgenden Abschnitt soll mithilfe der geschlossen-analytischen Formeln die Lésungen
der kritischen Knicklast von drei T-Profilen untersucht und dargestellt werden. In Abbil-
dung 5.62 werden die drei Geometrien des T-Profils, die fiir die analytische Auswertung
verwendet werden, wiedergegeben. Das T-Profil wird in zwei Segmenten, Gurt und Steg,
aufgeteilt. Die Mafleinheit der oben angefithrten Abmessungen sind in Millimeter ange-
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Abb. 5.62: Abmessungen der untersuchten T-Profile.

geben. Neben dem I-Profil besitzt auch das T-Profil einen symmetrischen Querschnitt
zur z-Achse. Der Flachenschwerpunkt eines T-Profils liegt nicht auf dem Schwerpunkt
des Steges, wie z.B. beim [-Profil. Die Position des Schubmittelpunkts befindet sich im
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Kreuzungspunkt der Profilmittellinien des T-Querschnitts (siehe Abbildung 5.63). Bei ei-
nem T-Profil liegt der SMP auf der z-Achse, dementsprechend ist der Abstand y,. gleich
Null. Fiir die Distanz zwischen SMP und FSP verbleibt nur noch der Abstand z,.. Die

Abb. 5.63: Flachen- und Schubmittelpunkt eines T-Profils.

bendtigten Lagenaufbauten fiir Gurt bzw. Steg konnen aus Kapitel 3 entnommen werden.
Zur Ermittlung der geschlossen-analytischen kritischen Knicklast miissen die jeweiligen
effektiven Steifigkeiten eines T-Profils herangezogen werden. Das Profil wird in zwei Seg-
mente zerlegt. Fiir die beiden Segmente werden die folgenden Mafle und Achsenbeschrei-
bungen angewandt. Fiir die Parameter aus der Abbildung 5.64 sind fiir die Laminat-
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Abb. 5.64: Geometrische Parameter fiir ein T-Tréger.

Konfigurationen A, B und C die Werte in Tabelle 5.3 gelistet. Die Erlduterung der eben
préasentierten Parameter konnen im Abschnitt 4.2.2 nachgeschlagen werden. Die effektiven
Steifigkeiten, die fiir cine Analyse der kritischen Knicklast benotigt werden, sind in Ta-
belle 5.4 angegeben. Aﬁyy o und A,sz o werden fiir die Berechnung der kritischen Knicklast
nicht verwendet, weil die angewandte Theorie nur orthotrope Steifigkeiten beriicksichtigt.

Der Schubmittelpunkt eines T-Profils liegt nicht auf dem Flachenschwerpunkt. Nach Auf-
16sung der kubischen Gleichung (5.87) und Umformung nach der kritischen Knicklast er-
geben sich drei Losungen. Zwei davon beschreiben das Biegedrillknicken in der xy-Ebene.
Die erste Losung gibt ein Biegeknicken in der zz-Ebene an. Es kénnen folgende Losungen
prasentiert werden:
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Laminat- Segment by . Zk Y | O
Konfiguration k [m] (] m] | [m] | [°]
1 0,200 | 0.028 | 0,486 0 0

A 2 0,472 1 0.022 | 0,236 0 | 90

1 0,210 | 0.025 | 05375 | 0 0

B 2 0,525 1 0.022 | 0,2625 | 0 | 90

C 1 0,220 | 0.023 | 05885 | 0 0

2 0,577 1 0.022 | 02885 | 0 | 90

Tabelle 5.3: Parameter fiir ein T-Trager mit der Laminat-Konfiguration B.

Laminat- EA ﬁyy ETZ; @Tf AIHW; ﬁ\h._u 0 E:Tw
Konfiguration [N] [Nm?| [Nw?] | [Nw?] | [Nwm?] | [Nwm?] | [Nm?]
A 884110000 | 20275000 | 1735500 | 54869 -31 148 0
B 875230000 | 25885000 | 1729200 | 57391 -22 164 0
C 884670000 | 32380000 | 1772700 | 60878 -36 181 0

Tabelle 5.4: Effektive Steifigkeiten eines T-Profils mit den Laminat-Konfigurationen A, B

und C.

1. Biegeknicken in der zz-Ebene:

New=NZE,, (5.94)
2. Biegedrillknicken in der xzy-Ebene:
iw . B B . 2
Nerg = m |:Zw (Ncrz + Nmp) + \/Zi (Nc]'iz - Nﬁw) + 4N£yN5¢z§C} . (5.95)
3. Biegedrillknicken in der xy-Ebene:
iw . B B . 2
Neg = m |:Zw (Ncrz + Ncm/}) - \/23, (Nc’?z - N5¢) + 4N£yN5¢z§C} . (5.96)
Fir N7, NJ., NJ, kénnen die Gleichungen (5.88), (5.89) und (5.90) verwendet werden.

Die niedrigste Losung der dargestellten Knicklasten wird als ausschlagend bezeichnet.
Uber einen Vergleich der kritischen Knicklast iiber die Balkenlinge L kann eine explizite



Stabilitéatsprobleme infolge der Axialbelastung 157

Aussage getroffen werden, hierbei wird die Laminat-Konfiguration B verwendet. Fiir die
theoretischen Losungen kann festgestellt werden, dass eine der drei Losungen stets einen
erheblich geringeren Wert fiir die kritische Knicklast liefert. Fiir alle vier Eulerfille stellt
sich das Stabilitédtsproblem Biegedrillknicken in der xy-Ebene ein.

Bemerkenswert ist, dass die Losung mit immer niedriger werdenden Lénge zunimmt, je-
doch verglichen zu den anderen Verlaufen geht die Losung nicht gegen unendlich. Probe-
halber wird in die analytische Losung fiir die Balkenlédnge ein paradoxer Zahlenwert von 0
m eingesetzt. Hierbei liefert die Losung einen unendlichen Wert. Anhand von Abbildungen
5.65-5.68 lésst sich kein Wechsel des Stabilitdtsproblems iiber der Balkenlédnge feststellen.

6 10
O BKin der x-z-Ebene
5 o BDK, in der x-y-Ebene
¢ BDK, in der x-y-Ebene
4+
z.
537
=
2 |-

L [m]

Abb. 5.65: Theoretische kritische Knicklast iiber die Linge eines T-Profils mit der
Laminat-Konfiguration B, Euler-Fall I.
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Abb. 5.66: Theoretische kritische Knicklast iiber die Lénge eines T-Profils mit der
Laminat-Konfiguration B, Euler-Fall II.

An dieser Stelle sollen nun die Losungen der kritischen Knicklast fiir die drei Laminat-
Konfigurationen verglichen werden. Fiir die Untersuchung werden die vier Eulerfille ge-
priift. In den Abbildungen 5.69-5.72 werden die kritischen Knicklasten fiir das Stabilitats-
problem Biegedrillknicken iiber die Balkenldnge wiedergegeben. Auch hier ist zu erkennen,
dass die Losungen mit immer kleiner werdender Lénge steigen, jedoch nicht gegen unend-
lich aufen. Eine Erklarung fiir dieses Phdnomen ist der Wert Null der effektiven Wolb-
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36 %10

O BKin der x-z-Ebene
30t u] BDKl in der x-y-Ebene

¢ BDK, in der x-y-Ebene

241

181

N, cr

12

Abb. 5.67: Theoretische kritische Knicklast iiber die Lénge eines T-Profils mit der
Laminat-Konfiguration B, Euler-Fall III.
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Abb. 5.68: Theoretische kritische Knicklast iiber die Lénge eines T-Profils mit der
Laminat-Konfiguration B, Euler-Fall IV.

steifigkeit. Dementsprechend reduziert sich der Anteil durch Drillknicken der Knicklast
erheblich. Das Drillknicken ist nur noch von der Torsionssteifigkeit abhéingig. Der Anteil
durch die Torsionssteifigkeit ist von der Balkenldnge unabhéngig. Fiir einen Vergleich
der Werte nahe an der Ordinate (z ~ 0,001) lésst sich feststellen, dass der Wert der
Knicklast fiir alle vier Eulerfille identisch ist. Mit steigender Balkenlédnge kénnen fiir die
vier Eulerfille unterschiedliche Verlaufe der kritischen Knicklast erkannt werden. Dabei
besitzt die Laminat-Konfiguration A den hochsten Wert. Die Laminat-Konfiguration B
ist am zweithdchsten. Dementsprechend ist die Laminat-Konfiguration C die schwichste
Variante. Beim Fulerfall 1 kann bei einer Balkenlénge von 5 m nur noch ein sehr geringer
Unterschied zwischen den untersuchten Konfigurationen festgestellt werden. Eine &hnliche
Aussage tritt bei einer Lénge von 8 m ein, wenn die Randbedingungen nach Eulerfall 2
angewendet werden. Fiir sowohl den Eulerfall 3 als auch 4 kénnen bis zu Balkenldngen
von 10 m keine signifikanten Differenzen zwischen den Konfigurationen festgelegt werden.
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Abb. 5.69: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines C-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall I.
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Abb. 5.70: Theoretische kritische Last iiber die Linge eines C-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall II.

Numerische Auswertung

In diesem Abschnitt sollen die numerischen Losungen der kritischen Knicklast anhand
der FEM ausgewertet und mit den Ergebnissen aus der Analytik verglichen werden. Im

O Laminat-A
O Laminat-B
¢ Laminat-C

Ner [N]

Abb. 5.71: Theoretische kritische Last iiber die Lénge eines C-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall III.
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Abb. 5.72: Theoretische kritische Last iiber die Linge eines C-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Euler-Fall IV.

Rahmen des betrachteten T-Profils wird ausschliellich der Elementarfall fiir die Randbe-
dingungen ndher untersucht. Fiir den Eulerfall 2 werden die dufleren Réander x = 0 und

N

RBE-Spinne

z

RBE-Spinne

Abb. 5.73: Randbedingungen und Einwirkungen eines T-Profils fiir den Eulerfall 2.

xr = L mit einer gelenkigen Lagerung versehen. Die Randbedingungen fiir das FE-Modell
eines beidseitig gelenkig gelagerten T-Profils sind identisch mit dem eines I-Querschnitts
(siche Abbildung 5.73). Die Einwirkungen auf das Modell werden wie zuvor iiber einen
Masterknoten und einer RBE-Spinne realisiert. Hierbei liegen die notwendigen Master-
knoten auf der Schwerpunktachse des T-Profils. Die beiden Druckkrifte verlaufen in ent-
gegengesetzter Richtung zueinander.

Geméafl Abbildung 5.74 kénnen die Verldufe der geschlossen-analytischen bzw. numeri-
schen Losung der kritischen Knicklasten iiber die Balkenlénge préasentiert werden. Hierbei
werden die Abmessungen und Lagenaufbauten von der Laminat-Konfiguration B heran-
gezogen. Fiir die numerische Losung léasst sich feststellen, dass die kritische Knicklast
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bei niedrigen Balkenldngen gegen unendlich verlauft. Mit zunehmender Lénge hingegen
sinkt die Knicklast. Fiir das T-Profil stellen sich im Vergleich zum C-Querschnitt nur zwei
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Abb. 5.74: Eulerfall 2: Kritische Last iiber die Lénge eines T-Profils mit der Laminat-
Konfiguration C.

Losungsbereiche ein. Reine lokale Versagensformen kénnen fiir den betrachteten Triger
nicht ermittelt werden. Bis zur einer Balkenldnge von 3 m versagt das Modell stets auf
Biegedrillknicken und gleichzeitigem lokalen Versagen der einzelnen Segmente. Ab einer
Liange von x < 3 m stellt sich das globale Stabilitdtsproblem Biegedrillknicken in der zy-
Ebene ein. Folglich weicht die Struktur seitlich in Richtung der y-Achse aus und erzeugt
eine Verdrehung um die eigene Langssachse. Vergleicht man die Losungen aus der Analy-
tik mit der Numerik konnen fiir die Darstellung der reinen globalen Stabilitétsprobleme
hervorragende Ergebnisse ermittelt werden. Im Bereich, in dem die Gesamtstabilitéit eine
ausschlagende Rolle spielt, kdnnen keine befriedigenden Losungen generiert werden. Dies
liegt daran, dass die angewandte Theorie lokale Versagensformen nicht mit einschlief3t.

Im Folgenden werden fiir bestimmte Balkenldngen die entstehenden Eigenformen aus der
FE-Analyse dargestellt und ndher beschrieben. Zunéchst soll eine Lénge des Tréigers von
2 m analysiert werden. Ist das T-Profil beidseitig gelenkig gelagert, stellt sich eine Ge-
samtstabilitit ein, die sich aus lokalen Beulen und Biegedrillknicken der Gesamtstruktur
zusammensetzt (sieche Abbildung 5.75. Lokale Versagensformen treten hierbei am Gurt
des T-Profils auf. Anhand von Abbildung 5.77 lassen sich zwei sinusférmige Halbwel-
len am Gurt erkennen. Sie liegen parallel zueinander in Langsrichtung und besitzen eine
maximale Ausweichung am freien Rand. Einerseits weicht die rechte Hélfte des Gurtes
nach oben aus und andererseits die linke Gurthélfte nach unten. Die Auslenkungen der
beiden Beulen besitzen hierbei absolut gesehen einen identischen Wert. Das globale Versa-
gen ist eine Kombination aus Biegeknicken um die z-Achse und einer Verdrehung um die
Schwerpunktachse. Die maximale Auslenkung tritt in der Balkenmitte am freien Rand des
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Abb. 5.75: Eigenformen eines T-Profils fiir den Eulerfall 2, L = 2m.

Abb. 5.76: Eigenformen eines T-Profils fiir den Eulerfall 2, . = 6m.

Steges auf. Bei einem Vergleich der Beulamplituden mit der Verformung, die durch das
Biegedrillknicken hervorgerufen wird, konnen signifikante Unterschiede ermittelt werden.
Hierbei besitzen die lokalen Versagensformen den geringeren Verschiebungswert.

AbschlieBend soll eine Balkenlédnge von 6 m niaher untersucht werden. Mit Abbildung 5.74
soll sich bei dieser Lange sich ein reines globales Stabilitétsverhalten einstellen. Offenbar
kann ein Biegedrillknicken der Struktur festgestellt werden. Der Triger weicht seitlich

| N

Abb. 5.77: Gesamtstabilitat eines T-Profils beim Eulerfall 2.

in Richtung der y-Achse aus. Zusétzlich wird eine Verdrehung des Querschnitts um die
Langsachse erzeugt. Die blaue Profilmittellinie des T-Profils zeigt die Verschiebungen
am Rand z = 0. Da an diesem Rand die translatorischen Freiheitsgrade blockiert sind,
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konnen keine Verschiebungen ermittelt werden. Fiir die rot markierte Profilmittellinie,

z

Abb. 5.78: Biegedrillknicken eines T-Profils beim Eulerfall 2.

die den Balkenquerschnitt in der Mitte présentiert, konnen eine Translation in Richtung
der y-Achse festgestellt und eine Rotation um die Léngsachse beobachtet werden. Das
v gibt die vertikale Verschiebung zwischen den jeweiligen Schwerpunktachsen an. Die
Verdrehung um die verschobene Lingsachse wird mit ¢, gekennzeichnet. Beziiglich der
xy-Ansicht der verformten Struktur kann ein erwartungsgeméfer Knickverlauf des zweiten
Eulerfalls festgestellt werden. Dementsprechend befindet sich die maximale Auslenkung
in der Balkenmitte. Fiir die Knicklénge kann folglich ein Wert von L notiert werden.

5.3 Stabilititsprobleme infolge Lateralbelastung

5.3.1 Analytische Losungen

In diesem Abschnitt sollen Composite-Tréger untersucht werden, die unter einer lateralen
Belastung stehen. Der zu untersuchende Balken muss zur z-Achse einen symmetrischen
Querschnitt aufweisen. Die laterale Last darf nur in Rahmen der Symmetrieebene (xz-
Ebene) aufgebracht werden. Besitzt der Trager ein viel grofieres Flichenmoment um die
eine Hauptachse als um die andere, stellt sich ein Versagen ein, das mit dem Biegedrill-
knicken verwandt ist. Neben den Biegeverformungen tritt zusétzlich eine Verdrehung der
Struktur auf. Dieses Stabilitdtsproblem wird als Kippen bezeichnet. Fiir die analytische
Auswertung des Kippverhaltens eines Composite-Balkens wird die folgende Formel ange-
wandt:

o N2
Qer = FAN,,, | Fofse + F301 £ | (Fafse + F561)" + — . (5.97)
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Fy, F5 und Fj sind konstante Parameter. Sie hdngen von der angreifenden Belastung und
von der Lagerung der zu analysierenden Struktur ab. An dieser Stelle ist es wichtig zu
erwihnen, dass die Gleichung (5.97) normalerweise nur fiir Balkenstrukturen gilt, die aus
orthotropen Laminaten bestehen. In dieser Arbeit werden fiir die Steifigkeiten EA Bl vy
El 2. und GI ¢+ auch die nicht orthotropen Eigenschaften mitberiicksichtigt. Die weiteren
Steifigkeiten aus der Matrix P werden nicht beachtet. Fiir die effektive Wolbsteifigkeit Bl w
werden lediglich orthotrope Werte verwendet. Folglich werden nur I-Profile untersucht, die
unterschiedliche Laminat-Konfigurationen besitzen. Des Weiteren wird die Balkenstruktur

an beiden Ridndern z = 0 und x = L mit einer gelenkigen Lagerung versehen.

Fiir die Berechnung der kritischen Kipplast konnen die effektive Steifigkeiten fiir die je-
weilige Laminat-Konfiguration aus Tabelle 5.5 entnommen werden. Unabhéngig von der

Laminat- EA Z/?\Iyy E\IZZ (/}\It E\IW
Konfiguration [N] [Nm?] [Nm?] | [Nm?] | [Nm']
A 1379117023 | 63316207 | 3457349 | 63547 | 191889
B 1322438392 | 72471886 | 3443562 | 63971 | 236348
C 1302415533 | 83588180 | 3529218 | 66326 | 292494

Tabelle 5.5: Effektive Steifigkeiten eines I-Profils mit den Laminat-Konfigurationen A, B
und C.

Laminat-Konfiguration liegt der Schubmittelpunkt eines I-Profils auf dem Flachenschwer-
punkt. Die Abstinde y,. und z,. sind dementsprechend gleich Null. Fiir die Ermittlung
der kritischen Kipplast wird mithilfe der effektiven Steifigkeiten aus Tabelle 5.5 der Gy-
rationsradius i, wie folgt berechnet:

El,, +EI.,
iy = \/zgc + % — iy, = 0,2200 m

= 0,2396 m
=0,2586 m (5.98)

7/"JLa,rnB

ZWLamC

Fiir den niichsten Rechenschritt werden die kritischen Lasten N2, und N o bendtigt, die
im Allgemeinen folgendermaflen bestimmt werden:

NB =k rEL, Biegeknicken in d b

orz = Ker 75— iegeknicken in der zy-Ebene, (5.99)
1 2El,  —

NE, == (k”T + Gz}) Drillknicken um die z-Achse. (5.100)
ZUJ

Fiir den Kippbeiwert k.. wird ein Wert von Eins eingesetzt, weil eine beidseitig gelenkig
gelagerte Struktur angenommen wird. Fiir eine Balkenldnge von 5 m kénnen die untenste-
henden kritische Lasten fiir die unterschiedlichen Konfigurationen ermittelt werden. Da
das betrachtete I-Profil einen doppelsymmetrischen Querschnitt besitzt, ergibt sich fiir den
[B1-Parameter ein Wert von Null. Im Folgenden sollen die angebrachten Belastungsarten
ndher beschrieben und die daraus resultierende kritische Kipplast ermittelt werden.
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j\\[crz ﬁcr'z/)
1 1

Konfiguration A 1,365-10°N  2.877-10°N
Konfiguration B 1,359-10°N  2,739-10°N
Konfiguration C 1,393-10°N  2,718-10°N

Belastungsart: Moment

Zunéchst sollen Composite-Trager untersucht werden, die an den beiden Réndern z = 0
und x = L mit einem reinen Biegemoment, das um die y-Achse verlauft, belastet werden
(siche Abbildung 5.79):

>
»

Abb. 5.79: Belastung durch Momente an den Réndern z =0 und x = L.

Fiir eine reine Momentenbelastung miissen fiir die Parameter Fi, F» und F3 die folgenden
Werte in die Gleichung (5.97) eingesetzt werden:

=10 F, =0,0; F53=0,5. (5.101)
Dementsprechend kann die allgemeine Gleichung (5.97) fiir eine Momentenbelastung fol-

gendermaflen vereinfacht werden:

(5.102)

Diese Formel gilt nur fiir doppelsymmetrische Querschnitte.

Belastungsart: Streckenlast

Die zweite Belastungsart ist eine gleichférmige konstante Streckenlast iiber die Gesamt-
lange der Balkenstruktur (siehe Abbildung 5.80). Die zu analysierende Streckenlast liegt in
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der zz-Ebene und wirkt in die negative z-Richtung. Dementsprechend ist das Vorzeichen
vor dem Wurzelausdruck negativ.

>
»

Abb. 5.80: Belastung durch eine Streckenlast.

Der Angriffspunkt der Streckenlast hat einen Einfluss auf die kritische Kipplast. Der
Parameter f. gibt den Abstand zwischen Angriffspunkt und Schubmittelpunkt an. Wird
die Belastung direkt am Schubmittelpunkt angebracht, kann der Wert fiir f,. gleich Null
gesetzt werden. Wird die Belastung stattdessen am oberen bzw. unteren Gurt angesetzt,
miissen fiir die Laminaten-Konfigurationen die untenstehenden Werte fiir den jeweiligen
fse-Parameter verwendet werden. Mithilfe der fiir die Strecklast bezogenen Parameter

Laminat- foe [m]
Konfiguration || Gurt oben | Gurt unten
A 0,250 -0,250
B 0,275 0,275
C 0,300 -0,300

Tabelle 5.6: Abstand f. fiir die Laminat-Konfigurationen A, B und C.

F=1,13; Fy = 0,45; Fy =0, 267, (5.103)

kann die allgemeine Gleichung der kritischen Kipplast wie folgt dargestellt werden:

. N NB ;2
Qor = 1,13NZ_ 1 0,45f, + 4| (0,45f..)" + ﬁ”j;“’ . (5.104)

crz

Um eine kritische Streckenlast zu erhalten, muss die Gleichung (5.104) mit p., = 8?—2”
erweitert werden. Somit entsteht folgende analytische Gleichung fiir die kritische Kipplast,
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die durch eine konstante Streckenlast hervorgerufen wird:

813N NZ,i2
Per = % O, 45fsc + (07 45fsc)2 + AZ : (5105>

crz

Wird die Belastung am Schubmittelpunkt angebracht, verschwinden die Ausdriicke f,. aus
der Gleichung (5.105). Das Vorzeichen vor der Wurzel hiangt von der Belastungsrichtung
ab.

Belastungsart: Einzellast

AbschlieBend wird eine Einzellast betrachtet, die in der Balkenmitte angreift (siehe Ab-
bildung 5.81). Die Punktlast darf nicht an den &ufleren Réndern des Gurts angebracht
werden, sondern muss in der Symmetrieebene des Profils wirken.

P P

>

L2

A

>

Abb. 5.81: Belastung durch Einzellast in Balkenmitte.

Die kritische Kipplast die durch eine Einzellast hervorgerufen wird, hangt auch von der
Position des Angriffspunkts ab. Fiir die Einzellast gelten die identischen Werte fiir den
fse-Parameter, die in Tabelle 5.6 aufgelistet sind.

Fiir die konstanten Parameter Fy, F5, F3 miissen folgende Werte fiir eine in der Mitte des
Balkens wirkende Einzellast eingesetzt werden:

F =1,35; Fy = 0,55; Fy =0,212. (5.106)

Setzt man die obigen Konstanten in die allgemeine Gleichung (5.97) ein, kann folgender
Ausdruck ermittelt werden:

~ B 2

N N
Qo = 1,35N52 [ 0,55 f,c & 1| (0,55f..)° + fﬁ“ . (5.107)

crz

crz
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und es stellt sich folgende Darstellung fiir die Kipplast ein;

Ccrz

~ 4,35N7
cr T L

0,55 fsc £ 4| (0

-~

NB 2
55 fue) + —4

crz

Fiir eine kritische Einzellast wird die Gleichung (5.107) mit ]BCT = 4%"

weiterentwickelt

(5.108)

Fiir eine Balkenldnge von 5 m sind die Losungen der kritischen Kipplast abhéngig von den
eben beschriebenen Belastungsarten fiir die unterschiedlichen Laminat-Konfigurationen in
der folgenden Tabelle aufgelistet: Bei einem Vergleich der Ergebnisse der unterschiedlichen

. kritische Kipplast
Laminat- .
) Moment | Streckenlast | Einzellast
Konfiguration N
[Nm] (=] [N]
A 436040 218570 699650
B 462400 235070 754490
C 503280 258790 832440

Tabelle 5.7: Ergebnisse der kritischen Kipplast.

Laminat-Konfigurationen ldsst sich feststellen, dass das Laminat C die grofiten kritischen
Kipplasten hervorruft. Die Konfiguration B ist am zweithochsten. Bei der Momentenbe-
lastung kann eine Verbesserung zwischen Laminat A und B von 6 % festgestellt werden,
wobei mit der Konfiguration C ein Verbesserungswert von 15 % erreicht wird. Wird eine
Streckenlast aufgebracht ist die kritische Kipplast von Laminat C um das 1,18-Fache gro-
Ber als von Laminat A. Zwischen Laminat A und B kann ein Faktor von 1,075 festgestellt
werden. Fiir die Einzellast konnen dhnliche Unterschiede ermittelt werden.

Fiir eine bessere Beschreibung der analytischen Losungen werden die kritischen Kipplasten
iiber die Balkenldnge L présentiert. Zunéchst sollen die Kipplasten von den jeweiligen Be-
lastungsarten fiir die unterschiedlichen Laminat-Konfigurationen miteinander verglichen
werden.

Fiir sowohl das Moment als auch die Streckenlast und Einzellast konnen dhnliche Verlaufe
der kritischen Kipplast festgestellt werden. Die theoretische Kipplast verringert sich mit
steigender Balkenlidnge und verlduft gegen einen bestimmten Wert. Dementsprechend ent-
stehen bei relativ kurzen Balken hohe Kipplasten. Die Laminat-Konfiguration A besitzt
dabei stets die geringste kritische Kipplast. Die hochste Kipplast wird mit der Konfigu-
ration C erreicht. Der Unterschied zwischen den Laminat-Konfigurationen verringert sich
mit zunehmender Balkenldnge. Die Kipplast bei einer Momentenbelastung besitzt die
Einheit Nm. Gleiches Phénomen kann bei der kritischen Streckenlast ermittelt werden.
Hierbei sinkt die kritische Kipplast mit steigender Balkenlédnge signifikanter als bei einer
Momentenbelastung. Der Unterschied der Kipplast zwischen den Laminaten bleibt auch
bei kurzen Balkenléingen gering. Die Mafleinheit der Kipplast infolge einer Streckenlast
wird mit g angegeben.

Fiir die kritische Einzellast konnen dhnliche Eigenschaften wie bei den anderen Belastungs-
typen dokumentiert werden. Auch hier erbringt die Konfiguration C die grofite kritische
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Kipplast. Hierbei besitzt die Kipplast die Einheit Newton. Die kritische Kipplast infolge
einer Strecken- bzw. Einzellast hangt zusédtzlich davon ab, an welcher Stelle die Belas-
tung am Triger angreift. Um den Einfluss des Lastangriffspunkt zu ermitteln, werden
drei bestimmte Positionen fiir einen Angriffspunkt gewéhlt und miteinander verglichen.
Die Belastung wird am obere und am unteren Gurt angebracht. Fiir die dritte Position
wird der Schubmittelpunkt des zu untersuchenden Querschnitts gewahlt.

In den Abbildungen 5.85 und ?? sind die unterschiedlichen Verldufe der kritischen Kip-
plast infolge einer Streckenbelastung fiir die beschriebenen Positionen dargestellt, wobei
die Laminat-Konfiguration C als Basis dienen soll. Die geringste kritische Kipplast wird

5
12 %10

O Laminat-A
10+ O Laminat-B
¢ Laminat-C

M,, [Nm]

Abb. 5.82: Kritische Kipplast iiber die Lénge eines I-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Momentenbelastung.
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O Laminat-A
10+ O Laminat-B
¢ Laminat-C
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Abb. 5.83: Kritische Kipplast iiber die Lénge eines I-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Streckenlast am oberen Gurt.

beim Angriffspunkt am oberen Gurt generiert. Am unteren Gurt kann hingegen die hochs-
te Kipplast ermittelt werden. Wird die Belastung am Schubmittelpunkt angebracht, kann
die zweitgrofite Kipplast festgestellt werden. Aufschlussreich ist, dass die Unterschiede
zwischen den Kipplasten bei niedrigen Balkenléingen signifikanter sind. Fiir Balkenldngen
ab 9 m konnen geringfiigige Differenzen zwischen den Angriffspositionen festgestellt wer-
den. Fiir eine Balkenldnge von 5 m entsteht eine kritische Kipplast von 127980 %, die
am oberen Gurt belastet wird. Wird die Streckenlast am Schubmittelpunkt angebracht,
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12 x10

O Laminat-A
10+ O Laminat-B
¢ Laminat-C
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Abb. 5.84: Kritische Kipplast iiber die Lénge eines I-Profils fiir die Laminat-
Konfigurationen A, B und C, Einzellast am oberen Gurt.

kann die Kipplast um einen Faktor von 1,4 erh6ht werden. Am unteren Gurt kann ein
Vielfaches von 2 festgestellt werden. Auch infolge einer Einzellast, die in der Balken-

5
10X 10
Lastangriffspunkt:
O Gurt oben
8r O Schubmittelpunkt
¢ Gurt unten
[ — 6 I
ﬁ
S
2 L
O | | & . T
1 2 3 4 6 7 8 9 10

Abb. 5.85: Kritische Streckenlast fiir unterschiedliche Angriffspositionen.

mitte einwirkt, konnen Einfliisse bei der Position des Angriffspunkts festgestellt werden.
Wie bei der Streckenlast kénnen dhnliche Aussagen fiir die kritische Kipplast getroffen
werden. Am oberen Gurt kann die geringste Kipplast identifiziert werden. Im Schubmit-
telpunkt ist die zweitgroBite und am unteren Gurt die hochste Kipplast festzustellen. Mit
der Laminat-Konfiguration A und einer Balkenldnge von 5 m kann am oberen Gurt ei-
ne kritische Kipplast von 2535800N festgestellt werden. Am Schubmittelpunkt bzw. am
unteren Gurt vergréflert sich die kritische Kipplast um 1,5 bzw. 2,2.
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Abb. 5.86: Kritische Einzellast fiir unterschiedliche Angriffspositionen.

5.3.2 Numerische Losungen

Im vorliegenden Abschnitt wird anhand der Numerik versucht, die eben dargestellten
geschlossen-analytischen Losungen zu verifizieren. Fiir den I-Trager wird der Randbedin-
gungsfall beidseitig gelenkig gelagert betrachtet, wobei jeweils drei Belastungstypen an-
gebracht werden. Die genauen Bedingungen fiir eine gelenkige Lagerung kénnen aus den
vorherigen Abschnitt und aus Abbildung 5.29 entnommen werden. Im weiteren Verlauf
werden die numerischen Losungen mit verschiedenen Belastungsarten nidher beschrieben
und mit der Losung aus der Analytik verglichen.

Belastungsart: Moment

Zunéchst wird die beidseitige Momentenbelastung betrachtet. In der FEM werden die bei-
den Momenten iiber eine RBE-Spinne realisiert. Folglich werden die Querschnitte gleich-
formig belastet.

Beziiglich der Abbildung 5.87 werden sowohl die geschlossen-analytischen als auch die
numerischen Losungen der kritischen Kipplast infolge eines Moments dargestellt und ver-
glichen. Hierbei wird die Kipplast iiber die Balkenldnge présentiert. Die Abmessungen
und Lagenaufbauten beziehen sich in diesem Fall auf die Laminat-Konfiguration C. Auch
bei einer lateralen Belastung kann allgemein festgelegt werden, dass die kritische Kipplast
mit zunehmender Balkenldnge sinkt.

Die numerische Losung der kritischen Kipplast besitzt bei einer reinen Momentenbelas-
tung zwei Versagensarten, die bei bestimmten Langenbereichen auftreten. Bis zu einer
Lange von 1,75 m kénnen hauptséchlich lokale Versagensformen beobachtet werden. Im
Bereich 1,75 m < x < 10 m konnen Kombinationen aus lokalen und globalen Versa-
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Abb. 5.87: Kritisches Moment iiber die Lénge eines I-Profils mit der Laminat-Konfigura-
tion C.

gensmoden festgestellt werden. Dementsprechend entsteht ein Gesamtstabilitdtsproblem
des Modells. Hierbei stellt sich fiir das globale Stabilitéitsversagen das Kippen bzw. Bie-
gedrillknicken ein. Die Struktur weicht seitlich in Richtung der y-Achse aus und erzeugt
gleichzeitig eine Verdrehung um die Léngssachse. Fiir die lokalen Versagensformen treten
in den Gurten Halbwellen auf.

Fiir die lokalen Eigenformen aus der FE-Berechnung bei einer Balkenldnge von 1 m kénnen
unterschiedliche Beulformen identifiziert werden (siche Abbildung 5.88). Beim Erreichen
der kritischen Kipplast kénnen am oberen Gurt keine Verformungen registriert werden.
Am unteren Gurt hingegen koénnen in Léngsrichtung zwei Halbwellen erkannt werden.
Die maximale Amplitude tritt am dufleren Rand des Gurtes auf. Die Auslenkung der
Halbwellen fiihrt zu unterschiedlichen Werten. Die grofiten Verformungen treten bei den
Koordinatenwerten x = 0,25L und x = 0,75L am unteren Gurt auf. Am Steg kénnen
auch zwei Beulformen entdeckt werden. Die maximale Auslenkung befindet sich nicht im
Schwerpunkt des Steges, sondern bei einem Viertel der Steghohe in negativer z-Richtung.
Die Amplituden der beiden Halbwellen sind identisch.

Bei einer Balkenlédnge von 5 m stellt sich ein Gesamtstabilitdtsproblem ein (siehe Ab-
bildung 5.89). Die Balkenstruktur weicht zum einen seitlich in positiver y-Richtung aus.
Zusétzlich wird eine Verdrehung des Querschnitts um die Léngsachse hervorgerufen. Die
maximale Auslenkung befindet sich in der Balkenmitte. An den &ufleren Randern z = 0
und =z = L konnen keine Verformungen identifiziert werden. Des Weiteren lassen sich am
oberen Gurt Halbwellen feststellen, die eine relativ niedrige Beulamplitude besitzen. Die
maximale Verschiebung der Halbwellen befinden sich in der Balkenmitte an den beiden
aufleren Langsrdndern des oberen Gurtes, wobei die rechte Seite nach oben ausweicht. Die
linke Seite des Gurtes verformt sich in die entgegengesetzte Richtung.
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Abb. 5.89: Biegedrillknicken eines I-Trégers infolge eines Moments.

Belastungsart: Streckenlast

Im néchsten Schritt soll eine konstante Streckenlast auf die Composite-Struktur ange-
bracht werden. Die Streckenlast soll sich auf die gesamte Balkenkldnge beziehen. Als
Angriffspunkt wird der obere Gurt gewéhlt. Die Streckenlast soll in diesem Beispiel in
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positiver z-Richtung wirken. Die anderen Belastungsarten wirken in die entgegengesetzte
Richtung. Eine Ursache fiir die Anderung der Richtung liegt darin, dass die numerische
Losung der Beulanalyse bei einer Streckenlast in negativer z-Richtung, keine globalen
Versagensform wie das Kippen hervorruft. Es treten hauptséchlich lokale Beulformen auf.
Die Umsetzung der Streckenlast in der FEM wird {iber eine RBE-Spinne und einen Mas-
terknoten realisiert, der sich in der Balkenmitte befindet.

Gemaéf Abbildung 5.90 wird die geschlossen-analytische und numerische Losung der kriti-
schen Kipplast infolge einer Streckenlast iiber die Balkenldnge wiedergegeben. In diesem
Belastungsfall wird die Laminat-Konfiguration B als Testobjekt verwendet. Die Losungen
der kritischen Kipplast konnen in reinen lokalen Versagensformen und Gesamtstabilitéts-
problemen unterteilt werden. Bis zur einer Balkenldnge von 2 m kénnen reine lokale
Beulmoden ermittelt werden. Im L&ngenbereich 2 m < x < 10 m ergibt die numerische
Losung eine Interaktion aus lokalen und globalen Versagensarten (sieche Abbildung 5.90).
Fiir lokale Versagensformen stellen sich Halbwellen am oberen Gurt ein. Die Beulamplitu-
de der jeweiligen Halbwellen ist im Vergleich zu den anderen Verformungen der Struktur
gering. Fiir den globalen Anteil des Versagens kann ein Kippverhalten des Composite-

X 10°
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Abb. 5.90: Kritische Streckenlast iiber die Lénge eines I-Profils mit der Laminat-
Konfiguration B.

Trégers entdeckt werden. Hierbei weicht die Struktur seitlich in positiver y-Richtung aus.
AuBerdem kann eine Rotation um die Léngsachse des Querschnitts entdeckt werden (siehe
Abbildung 5.91). Die groBite Auslenkung befindet sich am unteren Gurt beim Koordina-
tenwert x = 0,5L.

Auch bei der Streckenlast kann keine hundertprozentige Ubereinstimmung der numeri-
schen und analytischen Losung der kritischen Kipplast ermittelt werden. Die Verldaufe
entlang der Balkenlénge sind relativ dhnlich, jedoch kann ein deutlicher Unterschied zwi-
schen den Werten der kritischen Kipplast ermittelt werden. Da die FE-Analyse zusétzlich
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Abb. 5.91: Kippen eines [-Tréger infolge einer Streckenlast.

zum Kippversagen lokale Beulmoden beriicksichtigt, kann die verwendete Analytik keine
besseren Information liefern, weil sie lediglich globale Stabilitétsprobleme behandelt.

Belastungsart: Einzellast

Abschlieflend soll ein Composite-Triager untersucht werden, der in der Balkenmitte mit
einer Finzellast belastet wird. Die Punktlast befindet sich auf der Symmetrieebene (xz-
Ebene) und wirkt in negativer z-Richtung. Fiir die FE-Analyse wird die Einwirkung bei
der Koordinate x = 0,5L am oberen Gurt angesetzt.

Die geschlossen-analytische und numerische Losung der kritischen Kipplast infolge einer
Einzellast, die in der Balkenmitte wirkt, iiber die Balkenléinge werden in Abbildung 5.92
miteinander verglichen. Als Basis fiir die Querschnittsgeometrie und Schichtlagen soll die
Konfiguration A verwendet werden. Auch fiir kritische Kipplast infolge Einzellast kénnen
zwei Losungsbereiche fiir unterschiedliche Versagensarten identifiziert werden. Die Struk-
tur versagt bis zu einer Balkenlédnge von 2,75 m an lokalen Beulformen. Balken, die langer
sind, rufen ein Gesamtstabilitdtsproblem hervor. Das Versagen der Struktur setzt sich
aus lokalen Beulmoden und einem globalen Kippen (Biegedrillknicken) zusammen. Bei
einem Vergleich der analytischen Losung des Kippverhaltens mit der Numerik lésst sich
feststellen, dass ein &hnlicher Verlauf generiert werden kann. Jedoch koénnen entlang der
Abszisse Unterschiede bei der kritischen Kipplast beobachtet werden. Diese Differenzen
stellen sich ein, weil die Numerik zusétzlich zum Kippversagen die lokalen Versagensformen
beriicksichtigt. Die angewandte Theorie kann hingegen ausschliefSlich das Stabilitédtspro-
blem Kippen darstellen. Aus diesem Grund kénnen auch keine Ubereinstimmungen in den
Anfangslangen generiert werden.
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Abb. 5.92: Kritische Einzellast {iber die Lénge eines I-Profils mit der Laminat-Konfigura-
tion A.

In Abbildung 5.93 wird das Gesamtstabilitdtsproblem bei einer Balkenléinge von 5 m aus
der FE-Berechnung wiedergegeben. Der Triger kippt seitlich in negativer Richtung der y-
Achse aus. Dariiber hinaus entsteht um die Léngsachse eine Verdrehung des Querschnitts.
Die maximale Auslenkung befindet sich am oberen Gurt. Bei einer Momentenbelastung
kann die grofite Verschiebung am unteren Gurt festgestellt werden. Die dufleren Réander
weisen keine translatorischen Verformungen auf. Abbildung 5.93 zeigt, dass lokale Beul-
formen am unteren Gurt festgelegt werden konnen. Auch hier befinden sich die maximalen
Amplituden bei der Koordinate x = 0,5L an den dufleren Rédndern des Gurtes. In Léings-
richtung des Gurtes kann nur eine einzige Halbwelle entdeckt werden. An dieser Stelle ist
es wichtig zu erwédhnen, dass die Beulamplitude der Halbwelle wesentlich geringer ist als
die Auslenkung, die durch das Kippen verursacht wird.
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Abb. 5.93: Kippen eines I-Triger infolge einer Einzellast.
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Kapitel 6

Lokales Beulen mittels Lévyscher
Losungen

6.1 Lokales Beulen mit Hilfe diskreter Plattenmodel-
le

Die Beurteilung der Gesamtstabilitdt diinnwandiger Stab- und Balkenstrukturen erfor-
dert zunéchst zuverlidssige Analysemethoden zur Beurteilung der lokalen Stabilitéit, also
hier des lokalen Beulverhaltens von Flanschen und Stegen solcher Stabe und Balken. Das
vorliegende sowie die beiden darauffolgenden Kapitel werden hierzu verschiedene Analy-
seansétze vorstellen. In diesem Kapitel gehen wir auf die sog. Lévyschen Losungen zur
Analyse des lokalen Beulverhaltens von Faserverbundtrigern ein. Diese Modelle gelten
ausschliefflich fiir orthotrope und symmetrische Lagenaufbauten.

Der Analysezugang beruht auf sog. diskreten Plattenmodellen (s. Abb. 6.1). Das zu un-
tersuchende Segment des Triagerquerschnitts (also entweder Steg oder Flansch), der unter
der gleichférmigen einachsigen Druckbelastung N stehe, wird aus dem Triigerquerschnitt
gedanklich herausgeschnitten und an der so entstandenen Schnittkante mit Drehfedern
versehen. Die Steifigkeiten k der Drehfedern wiederum lassen sich recht einfach aus den
Eigenschaften der hieran angrenzenden Querschnittselemente berechnen. Die lokale Beu-
lanalyse beruht dann auf einer Untersuchung des Plattenbeulens des herausgeschnittenen
und elastisch eingespannten Tragersegments.

Wir stellen nachfolgend kurz dar, wie man fiir dilnnwandige Trégerstrukturen mit sym-
metrischen und orthotropen Lagenaufbauten die Ersatzfedersteifigkeiten im Rahmen dis-
kreter Plattenmodelle ermitteln kann.

6.2 Ersatzfedersteifigkeiten

6.2.1 Kastentriger

Kommt es bei einem der Segmente eines Triagerquerschnitts zum Beulen, dann steifen
die verbleibenden Trigersegmente dieses beulende Segment aus. Hierbei kommt es neben
den Beulverformungen auch in den aussteifenden Teilen zu Verformungen, die zu den ein-
tretenden Beulformen affin sind. Kommt es z.B. im Steg (Linge a) eines Kastentrigers
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Verbesserte Idealiserungen fiir das Stegbeulen

k k k k k
—— —— — 1

L— —— ——
k k k k k

Verbesserte Idealiserungen fiir das Flanschbeulen

b=bplb=bp

—L> —L >y s—— —
—] —— ——
L—) — — L———
4 F—— — sk s S
k| b=bg Ix P k| b=bg k b=bp k

b=bplp=bp

Stegbeulen eines [-Tréigers

Flansch Gelenkig gelagert und

N \ drehelastisch eingespannt
—
NS E‘!
pe E
=

Gelenkig gelagert und
drehelastisch eingespannt

Abb. 6.1: Lokale Beulanalyse von Faserverbundtrigern mit Hilfe diskreter Plattenmodelle,
aus [104).

zum Beulen mit m Halbwellen in Tragerléngsrichtung z, dann zeigen sich auch in den
aussteifenden Flanschen Biegeverformungen, die periodisch mit unterschiedlichen Vorzei-
chen auftreten. Daher treten in Abstédnden von A = % Knotenlinien in den Biegefldchen
auf, wobei A = % die Lange einer Beulhalbwelle darstellt. Die Vorgehensweise ist daher
die, dass man die Flansche als Naviersche Platten (also allseitig gelenkig gelagert) auf-
fasst, die an denjenigen Réndern, an denen die Stege angrenzen, durch das Biegemoment
ng belastet werden. Die Biegeverformungen sind dabei aufgrund des hier betrachteten
Druckbeulproblems proportional zu sin (mglr L ) Die Biegefliche einer derart durch Rand-
momente belasteten aussteifenden Flanschplatte ldasst sich angeben als:

o 21 Doy Sli)r)l\h (%y) [% cost <7r (y)‘_ b)) * <1 - %> o8 (%)

sinh (W—)3J> + sinh (M)
MO

sinh (W—)\y) w

(6.1)
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Die Plattensteifigkeit Dy ist dabei die Steifigkeit das aussteifenden Segments. Die Breite
b ist entweder b = bp (im Falle des Stegbeulens) oder b = h (im Falle des Flanschbeulens).
Man kann hieraus direkt den Verdrehwinkel abhéingig vom Randmoment bestimmen:

it
)\ T (ﬂ'b) 0 >\ <b> 0
=——|1+—F—~ |tanh | — | M, =——p| = | M, . 6.2
2 27 Doy inh (Wb) 2\ Yy D2210 b\ Yy (6.2)

A

Hierbei ist zu beachten, dass die Halbwellenldnge A bislang noch unbekannt ist. Man kann
vereinfachend annehmen, dass die Halbwellenlénge A der Breite b = bgr des aussteifenden

Trigersegmentes entspricht. Die Hilfsfunktion p <%> kann dann als p (%) angenéhert
werden. Es ergibt sich:
br b
=——p|—|M°. 6.3
o=—pn (i) (6.3

Tritt bei einem Kastenquerschnitt lokales Beulen des Steges ein, dann wirkt der Flansch
aussteifend. Die Randverdrehung des Flansches ergibt sich dann als:

h bp
=——p— ) M 6.4
90 DS‘QP ( h) Yy’ ( )
wobei D¥, die Plattensteifigkeit des Flansches ist. Die Momentenrandbedingung ng =
—ky liefert den folgenden Ausdruck fiir die Steifigkeit & der Randeinspannung, sofern
Stegbeulen auftritt:
DF
k= —2; (6.5)
Op
o ()
Der Einfluss der Langsdruckkrifte der einzelnen Trigersegmente wird geeignet beriick-
sichtig, indem ein Reduktionsfaktor wie folgt eingefiihrt wird:

NS&: beulend
— e (6.6)

zx,aussteifend

r=1

Die Federsteifigkeit k ist dann mit r zu multiplizieren. Die hierin auftretenden Beullasten
N, beutena WA N2 o teitena Sind die lokalen Beullasten des Steges bzw. des Flansches,
wobei hierfiir vereinfachend Naviersche Randbedingungen angesetzt werden diirfen. Ist

die Tragerlédnge a hinreichend grofl, dann erhélt man:

h*\/Di\D§, + DY, + 2D
Die Plattensteifigkeiten des Steges bzw. des Flansches sind mit entsprechenden Symbolen
gekennzeichnet. Im Falle des lokalen Stegbeulens eines Kastentréagers folgt fiir k:

p_ Dn (| b VDLDS, + DYy + 2D

hp (%) h? /DY, D, + DY, +2D%; |
Man beachte hierbei jedoch, dass die Anwendung dieser einfachen Handformel nur dann
zulissig ist, wenn N? g < N? q gilt. Sollte » < 0 gelten, dann ist das als beu-

zx,beulen rx,aussteifen
lend unterstellte Segment nicht auslosend fiir das lokale Trégerbeulen, und die Beulanalyse

ist fiir das als aussteifend unterstellte Segment durchzufiihren.

Im Falle des lokalen Flanschbeulens ergibt sich die Federsteifigkeit £ als:
D5, (1 h? DED%+<D%+2D&>

brp (%) D, D3, + DY, + 2 D5

r =

(6.8)

L —

(6.9)
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6.2.2 I-Trager

Kommt es bei einem [-Trager zu einem lokalen Flanschbeulen, dann kann die Federstei-
figkeit k wie folgt berechnet werden:

k= Dh 1 - 61” Dss : (6.10)
h ©2bi \/D§, DS, + D$, + 2Dg;
Im Falle des lokalen Stegbeulens ergibt sich:
hp( Gh2 D ‘ '
P ( h ) 66
Die Hilfsfunktion p (%) kann berechnet werden als:
2
b 3 cosh? (W—bF> + (W—bF> +1
AN h h
P\0) 7R i () cosh () 012
h h h

6.2.3 C- und Z-Triger

Kommt es bei einem C- oder einem Z-Tréager zu einem lokalen Flanschbeulen, dann darf
die Federsteifigkeit k& berechnet werden als:

I 8 1 - 61° Dég : (6.13)
h bt /DS, D5, + DS, + 2D

Kommt es hingegen zu einem Stegbeulen, dann darf Gl. (6.11) angewendet werden.

6.3 Lévysche Losungen fiir das lokale Beulen

6.3.1 Idealisierung

Die vorliegenden lokalen Beulprobleme kénnen exakt im Sinne der jeweils zugrundelie-
genden Laminattheorie mit Hilfe der sog. Lévyschen Losungen analysiert werden. Wir
beschréanken uns hierbei auf die Untersuchung symmetrischer und orthotroper Lagenauf-
bauten, wobei der Lastfall ausschliellich einachsiger Druck in x—Richtung sei. Um eine
Lévysche Losung herzuleiten wird davon ausgegangen, dass zwei sich gegeniiberliegende
Seiten (das seien hier die belasteten Réander bei x = 0 und x = a) gelenkig gelagert
sind. Die beiden unbelasteten Rénder bei y = 0 und y = b kénnen beliebige Randbedin-
gungen aufweisen, sie seien hier fiir Steg- und Flanschbeulen spezifiziert wie nachfolgend
angegeben.

Fiir das lokale Stegbeulen eines beliebigen Querschnitts nehmen wir eine Platte der Lénge
a und der Breite b an, die an den beiden Léngsrandern bei y = 0 und y = b gelenkig gela-
gert und dazu elastisch eingespannt (Federsteifigkeit k) sei. Hingegen ist das Ersatzmodell
fiir das lokale Flanschbeulen derart, dass einer der beiden Léngsrénder gelenkig gelagert
und elastisch eingespannt sei, der zweite Langsrand hingegen frei von jeglicher Lagerung
ist.
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elastisch eingespannt

A A S A

0 0
Nyy—> bil<— Ny
—> a -—

B TEEAERRES

B elastisch eingespannt

Abb. 6.2: Ersatzmodell fiir lokales Stegbeulen, aus [104].

Freier Rand

Gelenkig gelagert - b

TR R

drehelastisch eingespannt
a

Abb. 6.3: Ersatzmodell fiir lokales Flanschbeulen, aus [104].

6.3.2 Losungen fiir klassische Laminattheorie

Wir betrachten die Lévysche Losung zunéchst im Rahmen der klassischen Laminattheorie.
Die Randbedingungen an den belasteten Réndern z = 0 und x = a lauten:

Wy = 07 MSI = —DH

—0. (6.14)

Die Beuldiffenrentialgleichung, die das Beulverhalten eines symmetrischen und orthotro-
pen Laminats unter einachsigem Druck N beschreibt, lautet:

84'11}0 8411)0 8411)0 (92'11}0
D 2(Di2 + 2Dgg) == + Doo—— + N2 = 0. 6.15
153 +2(D12 + 2Dgs) 0220y + Dao ot + Ny 72 ( )
Der folgende Ansatz fiir die Beulform wy erfiillt die Randbedingungen (6.14) identisch:
wo = sin (m”> W (y) (6.16)
a

wobei W (y) eine noch zu bestimmende Funktion ist. Einsetzen in die Beuldifferentialglei-
chungen liefert eine gewohnliche Differentialgleichung vierter Ordnung:
d*w,, D1y + 2Dgg m2n? d2W,, 1 m2r? m2m?
dy? Doy a?>  dy? Dy a? a?

- Ngx) W, =0. (6.17)

Ihre Losung lautet:
W, = Ce. (6.18)

Einsetzen in (6.17) fiithrt auf das folgende charakteristische Polynom zur Berechnung der
Exponenten \:

2 2.2

D15 + 2Dgs m2m? 1 m?n? mam
4 12 66 2 0o\ _
AF—2 . p A° 4 & (DH pra Nm) = 0. (6.19)
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Die vier Nullstellen dieses Polynoms lauten:

Aosa = i% \/11)_22 Dyy + 2Dgq + \/ (Dis + 2Dg5)? + Das (Ngz m‘;; - DH) (6.20)
Die Funktion W (y) lautet also:
W, = C1e™MY + Cohe??Y + Cye™V + CyeV. (6.21)
Die Beulform wy gewinnt man damit als:
wy = sin (m;rx) (C’le)‘ly + Che™?Y 4 Cye¥ + C’4e’\4y) ) (6.22)

Die Konstanten (71, ..., Cy lassen sich aus den Randbedingungen an den unbelasteten Rén-
dern gewinnen.

In der iiberwiegenden Mehrzahl der praktisch relevanten Fille ist eine Umformung der
Losung (6.21) zuldssig wie folgt:

W, = Cy cosh (A1y) + Cysinh (A\1y) + C5 cos (A3y) + Cysin (As3y) , (6.23)
mit:
N o= mr ] (Dys+2D66)” + Do ( N©.—“— — D)) + Dy + 2D
\ mm 1 9 0 @
2= . Dy (D12 + 2Des)” + Dag Nmm — D11 | = D12 — 2Dsg.

(6.24)

Wir leiten nun die Lévysche Losung fiir die Plattensituation der Abb. 6.2, also das lokale
Stegbeulen, her, und gehen hier von zwei unterschiedlichen Federsteifigkeiten k; und ko
an den unbelasteten Réandern aus. Die dortigen Randbedingungen lauten:

(92w0 871)0
wo(y=0)=0, M° (y=0)=-D = —k — ,
0( ) yy( ) 22 ayz - ay -

82w0 awo
wo(y=0)=0, M’ (y=">)=—Dyy —= — . 6.25
o(y=") Wo=B=Du ki (62

Mit der ermittelten Verschiebungslosung ergeben sich die folgenden vier Gleichungen zur
Bestimmung der Konstanten C1, ..., Cy:

Ci+Cy = 0,
DQQ}\%Cl - kﬁl/\loz - D22>\§C3 - k?l)\304 - 0,
(' cosh (A1b) + Cysinh (A1b) + C5 cos (Ash) + Cysin (A3b) = 0,

[DQQ/\l cosh (Alb) + k?g sinh (/\1b)] )\101 + [DQQ/\l sinh ()\1()) + ]{32 cosh ()\1[))] )\102
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— [DQQ/\g COS (/\3b) + k?g sin ()\3())] /\303 - [D22>\3 sin (/\3b) - ]{?2 COS (Agb)] )\304 = 0.
(6.26)

Um eine triviale Losung zu vermeiden wird die Koeffizientendeterminante zu null gesetzt:

[k1ds (As — A7) + DogAs (A2 + A2)] sinh (Ab)
+  [kidi (A7 — As) — Daolg (A] + A7)] sin (Ash)
+ k1 (M Ag — A3/g) [cosh (A1b) — cos (A3h)] = 0,
(6.27)

mit:

A5 = [DQQ)\l cosh (Alb) + kg sinh ()\1())] )\1, A6 = [DQQ)\l sinh (Alb) + k‘g cosh (Alb)] /\1,
A7 = [_DQQ)\g COS ()\3()) — k‘g sin ()\3())] )\3, Ag = [—Dgz)\g sin ()\3[)) + k'Q COS ()\31))] /\3.
(6.28)

Diese Gleichung beinhaltet die gesuchte Beullast in impliziter Form und erlaubt keine
geschlossene Losung fiir N2 . Die Lévysche Losungsmethode fiihrt in allen Féllen auf
derartige Beulbedingungen und erfordert daher in allen Fillen eine numerische Auswer-
tung. Das macht die Lévysche Losung zwar weniger anwenderfreundlich, sie ist aber zur
Verifikation von Nidherungslésungen ein unverzichtbares Werkzeug.

Wir betrachten nun das Flanschbeulproblem der Abb. 6.3. Die Randbedingungen an den
unbelasteten Randern lauten:

MY, (y = b) = —Di, 85;0 " Dm a;y“;“ el
Q=n=220 | Oy
y=b Y ly=p
_ _p, 8;;0 - (D1 + 4Dgg) % i

(6.29)
Wir geben an dieser Stelle direkt die resultierende implizite Beulbedingung an:

k (>\3A2A3 — )\1A1A4) cosh ()\1()) COS ()\31)) —k ()\3A1A4 + )\1A2A3> sinh ()\1()) sin (/\3b)
— Day (A} + A3) [A1Ag cos (Ash) sinh (A1b) + Az Az cosh (A1) sin (Asb)]

+ k (/\1A2A4 — )\3A1A3) = 0, (630)
mit
m>n? m>n?
Ay = Dp 2 Dp)i, Ay =Dy o2 + Da2 A3,
m2m?
Ay = {—Dm)\% + (D12 + 4Dss) 22 } ALy

777/27T2
Ay = [—D22A§— (D1 + 4Dgg) ]Ag. (6.31)

a?
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6.3.3 Losungen fiir Schubdeformationstheorie 1. Ordnung

Ausgangspunkt fiir das Plattenbeulen nach Schubdeformationstheorie 1. Ordnung sind
wieder die Beuldifferentialgleichungen. Diese lauten fiir einen symmetrisches orthotropes
Laminat:

0, 0 0?
K |iA55 ( 81/;7 ax ) +A44 ( a% ay ):| _Na(ﬁ)x au;O :Ov

0%, 0%, 02 ow
Dy 8¢2 - D66_a¢2 + (D12 + D66)axt§2 = KAs; (Q/Jx + (9_950> ;
0%, 02 02 ow
uh+D@ag44%8@+Dm£?:KM(%+5f) (6.32)

Hierin tauchen von den fiinf Freiheitsgraden der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung
aufgrund der Symmetrie des Laminats nur noch die Freiheitsgrade wy, v, und 1, auf.
Wir verwenden die folgenden drei Ansétze fiir wy, 1, und v,:

wy = sin (?) Wi (y),
y = cos <m7m> Xn(y),

P, = sin( >Ym(y).

mmnx

a

(6.33)
Diese Ansétze erfiillen die notwendigen Randbedingungen (gelenkig gelagert bei z = 0, a)
wy =0, v,=0, M) =0, (6.34)

welche im Rahmen einer Lévyschen Losung fiir zwei sich gegeniiberliegende parallele Rén-
der gefordert werden. Setzt man die Ansétze in die Beuldifferentialgleichungen ein, so
erhélt man folgendes System von gewdhnlichen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten:

NO A

" — 2 A xT 55
Wm A44 ﬁ ( 5 K ﬂ
X" = W, X,—— (KA Dy, — v g2 66

m B Des + "™ Des ( 55 + 57 12) 3 Dea

KA D D
yr = oy BAu s gDt Doy 1 pn L gea), (6.35)
Dy, Dy, Do,

Hier ist K der Schubkorrekturfaktor, a die Lange des Laminats entlang der z-Koordinate
und § = "%, Ein Strich an der Verschiebungsgréfe beschreibt eine Ableitung nach y,
bspw. W/ = 88%. Diese drei Differentialgleichungen sind gekoppelt und lassen sich in
Matrixform in die sog. Zustandsraumdarstellung der Form

7' =TZ (6.36)

umschreiben. Hierbei sind

N
!
SIS S
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Wi
W/
Xm
7z = X
Y
Y/
[ 0 1 0 0 0
B D A
m <A55 K > 0 AP 0 0
T — 0 0 0 1 0
s 0  p=(KAsz+p6°Dn) 0 0
0 0 0 0 0
I 0 S 0 pRRes (82D + K Aug)
Die Losung lésst sich iiber einen Exponentialansatz wie folgt herleiten:
Z =K. (6.38)
Dabei ist eT¥ die sog. Exponentialmatrix:
eMy 0
ey
TV =FE _ E (6.39)
0 eroy

Die Matrix E kennzeichnet die Matrix der Eigenvektoren von T, E~1 die Inverse der
Matrix der Figenvektoren. Die Gréflen A; bis Ag sind die Eigenwerte der Matrix T'. Das
Einsetzen in die Randbedingungen fiir den elastisch eingespannten Rand bzw. den freien
Rand fiihrt fiir das Beulproblem zu folgendem Gleichungssystem:

MK =0. (6.40)

Die Matrix M wird iiber die Randbedingungen bestimmt, indem fiir den entsprechenden
Rand der Wert fiir y (y = 0,b) eingesetzt und die Exponentialmatrix berechnet wird. Die
Randbedingungen lauten fiir das lokale Flanschbeulen bei y = 0:

wo =0, =0, M) =k, (6.41)
und fiir den freien Rand bei y = b:
Qy=0, M) =0, M) =0. (6.42)

Ein Steg hat zwei elastisch eingespannte Rénder. Die Randbedingungen lauten hier bei
y=0:
wo =0, =0, M) =k, (6.43)

und bei y = b:
wo =10, =0, M) =—kyp,. (6.44)

0
-1

0
ﬁ D12+Dgs

Dgs
1

0

(6.37)



188 LOKALES BEULEN MITTELS LEVYSCHER LOSUNGEN

Beispielhaft wird die Auswertung im Folgenden fiir den Flansch gezeigt. Uber die Zu-
standsgroflen des Zustandsvektors Z ausgedriickt, lauten die entsprechenden Randbedin-
gungen

Wy = Zl = O, ’Lpz = Zg = O, Mz?y — kl/Jy = —]CZ5 + DQQZG =0. (645)
Fiir den freien Rand gilt:
Mg(,)y = —BD12Z3+ DypZs =0,
Qy KAuZs + KAuZs =0,
Mi‘)y - D6624 + 5D66Z5 - 0 (646)

Die Koeffizienten der Randbedingungen lassen sich fiir jeden Rand in eine Matrix an die
zugehorige Stelle der Zustandsgrofle schreiben:

1 0 0 0 O 0 7]
0010 0 0
B |00 0 0 —k Dy
@=) " 10000 0 0
0000 O 0
00 00 O 0 J
0 0 0 0 0 07
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
B,— 4
(y=y2) 0 0 _BD12 0 0 D22 (6 7)
0 KA44 0 0 KA44 0
10 0 0 D¢s BDgs 0
Die Matrix M berechnet sich dann wie folgt:
M = B('yzyl)eTy1 + B(yzyz)eTyQ' (6.48)

Fiir eine nicht-triviale Losung muss die Determinante der Matrix M verschwinden. Da in
der Berechnung der Matrix M die bisher noch nicht bestimmte Beullast N, enthalten
ist, lédsst sich diese Aufgabenstellung nur noch numerisch 16sen.

6.3.4 Losungen fiir Schubdeformationstheorie 3. Ordnung

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Beulbedingung sind die Beuldifferentialgleichungen
fiir ein symmetrisches orthotropes Laminat:

82’&0 82?]0 82UO 821)0
Ap 280 4, 800 g (SR . =0
e + 42 0xdy + s ( 0y? + 81’83/) P
82u0 82’00 ( 82U0 621)0
66

Apy——+ A — =0
Oxdy T oy? + Oxdy + Ox? ) try =0,

fwx 82’(1]0 4 fwx 82’(1]0 (9¢ 02w0
A — —=Ds5 | — Ay | =2
% ( Ox * 8:62) h2 ( Ox * 0x? T Au dy * 0y?
4 al/Jy 821110 4 81/)@ 821110 16 82/@ 82100
- h2D44<8y T ) _h2D55(8x o ) Tt ar T o

Ao
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4 0 0? 16 0 4 Py
— —Dyy ﬂ—F Wo + —Fy, wy_|_ 4+ —F _1/}
h* ay

h? oy | Oy? Ay 32" O3
LA Py 16 (00 Oug) 16 o, | Oy
3n2 P0z20y 9t a3 Ot oh4 0x20y  Dx20y?
8 P, O 32 b, O 0,
—F i L) - 22 i Y49
* 3n2 % (8x8y2 * 8x28y> gpt % <8x8y2 * 0x20y * (9962(9?;2)
4 Py, 4 P, 16 Py Owyg
T gty Taptegs ol <8x3y2 i 89&281/2)
16 63¢y 8411}0 62w0
- =i me— = U,
9ht ( oy? * dy* ) * Ox? 0
824, o, A b, P, 4 0%, Fwg
Dugee + Prgos, — gptn ( 02 T o ) B (6x8y i 8x8y2>
%, 0%, 4 O, O 8w,
S S— v Y42
+ es ( 0y? + Gxay) 3p2 % ( Oy? + 0x0y * 8x8y2>
4y, 4 9, 0%, P
- h2 b h2F126 Dy 9h4H (ax2 * 8:1:3)
0? 4 0%,  0?
+ % - —2F66 wQ + wy
8x8y axﬁy 3h y 0xdy

16 82¢ 821p Wo 811)0
ELR T iy Sty
T opa (a > ooyt 89583/2) & (w” 83:)

4 (9w0 4 (9w0 16 (911)0
+ ED&% <wz + 3_) + ﬁDE"E’ (wz + 8_:1:) - h4 <wx o7 ) =0,
O*, 0%y, 4 O, 0%y 3wy
Des (0x8y T 0x? ) a ﬁFGG (8x(’3y * O0x? * 281:281/)

az¢z +D 82¢y 4 F <8277Z)a: + 33100)

T Dugs, T P20~ 5ahe 55, T gy

4 0*,  DPwy 4 0*h, 0%y,

3h? e ( 0y? - oy? ) 3R? Fos (8x8y * O0x? >
2 2 3 2 2

16 (aww a¢y+20wo>_34 . 4, 0,

kel B _ =
9ht 0x0y + 0x? 0x20y p2 1 8m8y 3n2 % 0y?

16 82¢x 83’LU0 16 82¢y 8w0
* WHIQ (6x8y * 8:6283/) - TH ( 0y? + oy3 > ~Au <¢y N 8_y>

4 ow 4 ow 16 ow
+ ﬁDM <77Z}y + 6y0) + 5D <¢y y0> - FF44 (wy + 8—;) = 0.

(6.49)

Die ersten beiden Gleichungen, welche das Scheibenverhalten beschreiben, sind nur von
den kinematischen Groflen uy und vy abhingig, wéihrend die drei iibrigen Gleichungen,
welche das Plattenverhalten beschreiben, nur von den kinematischen Groflen wy, v, und
1, abhingen. Somit ist das Scheiben- vom Plattenverhalten entkoppelt. Die fiir die Herlei-
tung der Beulbedingung notigen Gleichungen sind nur die obigen miteinander gekoppelten
Gleichungen drei, vier und fiinf. Die genannten Gleichungen werden nach den Verschie-
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bungsgrofien bzw. deren Ableitungen geordnet:

+ 676(3:502 +€5§§;2 + €5 ;Qiy - 962;0 =0,
611% + 614% — 58(9;%0 +e15 8;;; + e6 a;yg + e17hy + 617% (5.50)

In den Abkiirzungen e; bis ey7 stehen die Eintréige der Laminatsteifigkeitsmatrix nach der
Schubdeformationstheorie 3. Ordnung. Die Abkiirzungen sind wie folgt definiert:

8 16
er = Ass— h2D55 + h4F55’
8 16
e = Ass— h2D55 + h4F55 Ny,
8 16
es = Au-— ﬁDm + h4F44’
4 16
€4 = %Fn 9h4H11,
4 16 8 32
e = WFIQ - WHH + WFGG - WH%‘,
16
e = —
32 64
= ——Hyy——H
€7 gpa 112 T gpattes
4 16
ey = @Fm — Wﬂma
16
€9 = WHQQ,
8 16
= D —F+—H
€10 1= gt + gt
8 8 16 16
en = Dip— %Fn + Dge — 3h2F66 + 9h4H12 + WH%’
16 4
€12 — WH 3h2F117
16 32 4 8
= —H —Hgg — —= F1o — — F,
€13 opt 112 + opi 106 — g5tz = 55 Les
8 16
s = Deg — WF% + 9h4H
8 16
ers5 = Do — @Fzz + 9 —— Ha,
16 4
o = gpitz— 3h2F22’
8 16
€17 = ﬁD44 — A44 — FFZM (651)

Zur Losung der gekoppelten Differentialgleichungen muss ein Ansatz gewéhlt werden, der
die Randbedingungen fiir gelenkig gelagerte Rénder bei x = 0, a exakt erfiillt. Diese lauten
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nach der Schubdeformationstheorie 3. Ordnung:
wy =0, ,=0 M =0, P,=0. (6.52)

Fiir die elastisch eingespannte Seite lassen sich in der Literatur bisher keine Randbe-
dingungen in der Schubdeformationstheorie 3.0rdnung nach Reddy finden. Diese miissen
daher aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen bestimmt werden. Das Gesamtpoten-
tial setzt sich aus dem inneren Potential II;, dem &ufleren Potential II, und der Federer-
nergie Iy zusammen. Die Variation des Gesamtpotentials lautet dann mit eingesetzten
Schnittkraftgrofen:

1 b
o = /0 /0 [Np0ton 4+ Ny 006y 4+ Noyotioy + Noy 606y + Muabthg o

4
+ Mxxéwx,x + Myyéwy,y + Mxy(swx,y + Mxy5¢y,x - 3h2 m5% x 3h2 Pxx5w0 ,TT
4 4 4 4 8
- Wpyy&ﬁy,y T 32 Pyydwo gy — 32 5 DoyOWay — szy&ﬁyw - @Pwy‘;w&zy
4 4
+ Qy5w0 y T Qyéwy + Qx5w0 z Tt Qx&/}x - R 5?1)0 Y ﬁRydwy
4 4

1 [ e k [®
— —/ / Nxxw07z6w07xdxdy+—/ 29, (y = 0)d,(y = 0) = 0.
2 Jo Jo 2 Jo
(6.53)

Die in den Verschiebungsgréfien auftauchenden Ableitungen miissen partiell integriert
werden:

1 b a 1 b
—/ / N2 Sug  dvdy = —/ meéu()‘ dy——/ / mx&uodxdy,
2Jo Jo 2 Jo
1 b a 0 1 a 0
— Ny, 0voydrdy = N, 51}0) dr — = Ny, yévodxd%
//N dug ydrdy = = /N 5u0‘ dx——/ / N yOuodzdy,
//N dvg pdxdy = - /NO dvg y——// myx(SUod:cdy,
0

1 a
/ / &by,yd:cdy: —/ 6wy dx——/ / yyyéwydaﬁdy,
b
/ Mry5¢xydxdy— / 57,&:6 dx——// myy&/}xdxdy,
b
/0 Mxydwy Ldxdy = = / (51/Jy y——/ / xwé@bydzvdy,

b a 1 4

b pra b
4 1 4
/0 2 P, 0wg gpdrdy = —= /0 T —— P0wo .

N =

| —

| —

S

w

a

dy
0

S— — S— S— 3

N~ N~ N~

w
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b
b a b a
1 4, 1 4

. /0 /0 2 Pudtyydady = —5 /O Pt dr + /0 /O 3 Py,

b a
4 1 4 b

4

+ Pyy, y5w0‘ dr — _/ / 32 Py yydwodzdy,

J, e
b
oy Oy ydrdy = — =
| [ giaPasvndady == [ s popi

d:zc—l— / / 32 Py 00 dzdy,
/b/a4 oy Oy, dd—l/b4 ey O d+// P,y 200, dxd
1 b1
/ Ppyowg zydady = ——inyéwo

@ g
S Sps ‘
; ’ 23h2 0+2/0 gz Lo 0ol 47
@8 1 /%8
/0 3 xy,xy(swodxdy+§/0 3h2 xyy5w0
b
/ / Q,0wo, drdy = ~ / chswo‘ dr — = / / Q, ,dwodzdy,
0 0
b
//Qx(stxdxdy_ /Qx5w0 y__/ / me5wod5€dy,
0 0
1 [% (4 1 [*4
—5 ) h2R 5w0ydxdy——§ i h2R 5w0’ dx—i— hQRyy5w0dxdy,

1 b pra 1 b
= S RoGugadedy = == | Rydwo| dy+ -
2/0/0 h2R dwp dxdy 2/0 h2R 5w00 y+2

/0/ h
b a b a b a
//Ngxwgyx(Swo,xdxdy:—/ Ngxwo,xdwo dy+/ / Ngxwo,méwodxdy.
o Jo 0 0 0o Jo

(6.54)

a

0

—2R$,$5w0dxdy,
0

Das zusammengefasste Ergebnis lautet schliefllich:

1 1 4
0
" (Mmy 302 )M’”” < w32 >5wy g2 O toul,

- / / xxx+Na?yy)5u0+(Ngyy_‘_Na?yx)(svo

(Myoyy + Ma?y,x - —Qy+R ) 5@%} dxdy

gy~ gl

4 4 4
+ (3h2 Pacac TxT + 3h2 Pyy,yy + Qy,y + Qx,ac - ﬁR%y — ﬁvam — 2N£mw07m) 5w0
M? M? A p 1
+ TT,T + Yy 3h2 TT,x 3h2 :l:yy Qz + R (SQ/Jx
4 4
1

N 4 8
+ = /(; |:(N£y(s’l$0 + Ngyévo + (_Pyy,y + ﬁpxy@ + Qy — —Ry) (5w0

2 3h?

b

Kby (y = O)CW)y(y =0) + k’@by(y = b)dwy(y =b)|dz
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8

A 0 4 4
+ 5/0 [(NxI5U0 + Nmy)é’vo + <3h2 Pzza: ‘|— 3h2 $y,y + Qz - ﬁRx) (5100

4 4 4 a
0
+ (M;tz - 3h2 ) 577Z)$ ( Ty 3h2 ) 6wy 342 Pyy5w07y:| 0

a|b

1/ 8
— = | ==Pu,0
2(3h2 ywo) olo

Betrachtet man das zweite Integral (in den Grenzen von 0 bis @), so kann man die Rand-
bedingungen fiir einen elastisch eingespannten Rand ablesen, da jeder Term verschwinden
muss, um die Gleichung zu erfiillen. Entweder wird die Variationsgréfie zu null, oder der
jeweilige Klammerterm davor. So lauten die Randbedingungen des Flansches fiir einen
elastisch eingespannten Rand bei y =0

dy

=0.

(6.55)

wy =0, v,=0, My, =k, P,=0, (6.56)
und fiir den freien Rand bei y = b

M), =0, P, =0,

My, — 3;; Py =0,
Q, — %Ry + % (a(%y - Qa£y> = 0. (6.57)
Die Randbedingungen des Stegs lauten bei y = 0
wo =0, v,=0, My, =kv, P,=0, (6.58)
und bei y = b
wo =0, Y,=0, My, =k, P,=0. (6.59)

Die Ansétze fiir die VerschiebungsgréBen wy, 1, und 1, lauten wie folgt:

wo = Winly) sin(12),
Ve = Xul(y) cos(Tty,
Uy = Yly)sin(Cs), (6.60)

Diese Ansitze werden in die drei Beuldifferentialgleichungen eingesetzt und nach den
héchsten Ableitungen aufgeldst. Dies fithrt dann zu folgenden Gleichungen:

w" = W _6262 - 5464 W// 567 + X _5364 - /861 _ X" %
" " €9 €9 " €9 " €9
+ Y/ 636265 + Y///@
X' - W Be + Bern _ W,,Beﬁ L X B%e10 + e _ Y,ﬁen
" e14 " €14 €14 €14 ’
V" o— W —ﬁ2€5 — €é17 W,,,€16 X 53 Ly 52614 — €17

€15 €15 €15
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(6.61)

Ein Strich an der Verschiebungsgrofie beschreibt eine Ableitung nach y, bspw. W) = ‘96%.
Y

Die drei gekoppelten Differentialgleichungen sind nun in ein DGL-System zu {iberfiihren.
Aufgrund der hohen Ableitungen X und Y, in der ersten Gleichung lassen sich die DGLn
nicht direkt in ein System iiberfithren. Es wird zunéchst die dritte Gleichung fiir Y, einmal
nach y abgeleitet und dann die zweite Gleichung fiir X" dort eingesetzt. AnschlieBend
wird die sich ergebende Gleichung fiir ¥ und die zweite Gleichung fiir X/ in die erste
Gleichung fiir W) eingesetzt. Dies fiithrt zu folgenden DGLn:

W = O Wy, + CoW” + Cs X, + CY
Xg@ = C5Wm - CﬁWT/,,L + C7Xm - O8Yr:17
YTZ = C9W1;’L — ClOW#Z -+ CllX;n + ClZYma (662>

mit den Konstanten C bis C'5 geméf:

O — esC11C5 — (%ey — Bleg — BesCs
1 — )

eg + esCho
= es — [%er + BesCg + es(Cy — C11C5)
2 — )
eg + esClp
O — fes — ey — BesCr + esCr1Cy
3 — )
eg + esChp
O — BesCs + ez — B2es + es(Cra — C11C5)
! eg + esChy 7
3
O — per + B 612’
614
06 = ﬁeﬁa
€14
2
C. = B e1n -|-€17
€14
Cy = 5611’
€14
Co = —5265 - 617,
€15
Chy = =2,
€15
Cll = ﬁe£7
€15
2,
O, = M‘ (6.63)
€15

Somit kommt man zu einem DGL-System erster Ordnung

7' =TZ (6.64)
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mit den GroSen

w. W,
W// W/
i e
WI/// W///
r m _ m
Z - X,:n 9 Z - Xm 9
X// X/
Y, Y.
Y// Y/
[0 1 0 o 0 0 0 0]
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
|G 0 Gy 0 Cs; O 0 Cy
r = 0 0 0 0 0 1 0 0 (6.65)
05 0 —CG 0 07 O 0 _CS
0 0 0 0 0 0 0 1
i 0 Cg 0 —Clo 0 CH 012 0 ]
Wir verwenden einen Exponentialansatz wie folgt:
Z =K. (6.66)
Dabei ist eT¥ die sog. Exponentialmatrix:
eMv 0
e>\2y
eV =FE _ E . (6.67)
0 eAsy

E kennzeichnet die Matrix der Eigenvektoren von T, E~! die Inverse der Matrix der
Eigenvektoren. Die Groflen A; bis Ag sind die Eigenwerte der Matrix T'. Das Einsetzen
der Gleichung (6.66) in die Randbedingungen fiir den elastisch eingespannten Rand bzw.
den freien Rand fiihrt fiir das Beulproblem zu folgendem Gleichungssystem:

MK =0 (6.68)

Die Matrix M wird iiber die Randbedingungen bestimmt, indem fiir den entsprechenden
Rand der Wert fir y (y = 0,b) eingesetzt und die Exponentialmatrix berechnet wird.
Beispielhaft wurde diese Berechnung bereits im Rahmen der Schubdeformationstheorie 1.
Ordnung gezeigt, weshalb der Schritt an dieser Stelle ausgelassen wird.

Fiir die nicht-triviale Losung muss die Determinante von M verschwinden. Dies ist wie
bereits fiir die Losung in der Schubdeformationstheorie 1.0rdnung nur noch numerisch
moglich. Die numerische Losung wird im nachfolgenden Abschnitt erlautert.

6.4 Numerische Losung

Fiir die numerische Losung des Beulproblems wird zunéchst eine Matrix mit Nédherungs-
l16sungen (bspw. aus FEM-Berechnungen) fiir das jeweilige Beulproblem eingelesen. Die-
se dienen als Startwerte fiir die numerische Berechnung. Danach werden die Werte der
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Laminat-Steifigkeitsmatrix berechnet. In zwei geschachtelten Schleifen werden zum einen
die Zahl m der Halbwellen sowie zum anderen die diskreten Seitenlédngen a durchgegangen.
Dann wird ein Vektor mit Beullasten gefiillt, welche in einem Intervall um den jeweiligen
Startwert liegen. Fiir jede dieser Beullasten wird die Matrix M und dessen Determinante
in einer weiteren Schleife berechnet. Die Berechnung der Matrix M wird in einem Unter-
programm durchgefiihrt, welches im Wesentlichen das Einarbeiten der Randbedingungen
beinhaltet. Das Ergebnis der Determinante wird in einen Vektor geschrieben. Als Ergebnis
der Beullast wird diejenige Last gewéhlt, fiir die die Determinante von M am Kkleinsten
ist. An dieser Stelle sei erwahnt, dass das Ergebnis aufgrund der numerischen Losung
nicht mehr exakt ist. Es kann nicht sichergestellt werden, dass die exakt richtige Beullast
gewihlt wird, mit der die Determinante von M verschwindet. Anschliefend wird die ge-
fundene Losung fiir die Beullast in eine leere Matrix iibertragen, sodass nachvollziehbar
ist, fiir welche Halbwellenzahl m und fiir welche Seitenlénge a die Losung steht. Um die
Beulkurve zu zeichnen, werden fiir jede Seitenléinge a die Minima gesucht. Das Ergebnis
wird dann iiber die Seitenldnge a aufgetragen.

Es hat sich gezeigt, dass das Programm zur Loésung des Beulproblems nicht immer feh-
lerfrei arbeitet und sich einige Probleme aufgezeigt haben, welche das Ergebnis ungenau
werden lassen.

An erster Stelle sind hier die sehr hohen Konditionszahlen der Matrix M zu nennen.
Diese bewegen sich je nach den Steifigkeitswerten des Laminats im Bereich von 10'° bis
10%. Diese Werte sind fiir numerische Berechnungen sehr hoch. Der Versuch, dem durch
Einheitenumrechnung entgegenzuwirken, hat nur wenig bewirkt. Aus den hohen Kon-
ditionszahlen folgt, dass eine geringe Abweichung der Beullast bereits eine sehr grofie
Abweichung der Determinante von M zur Folge hat. Dies bedeutet, dass das Intervall um
den Startwert der Beullast herum sehr dicht bzw. fein befiillt werden muss. Somit wird
die Schleife zur Berechnung der Determinante von M sehr hiufig durchlaufen und die
Rechenzeit erhoht sich entsprechend. Zudem muss kritisch hinterfragt werden, inwieweit
man den Ergebnissen trauen kann. Es sollte bei der Ausfithrung des Programms immer
zunéchst eine Beullast fiir eine bestimmte Seitenldnge a und Halbwellenzahl m beispiel-
haft berechnet werden, bei der das Intervall sehr fein befiillt wird. Dann sollte der Verlauf
der Determinante iiber die Beullasten betrachtet werden. Somit kann abgeschéitzt werden,
wie grofl das Intervall fiir die gesamte Berechnung gewéhlt werden sollte.

Ein weiteres Problem ist, dass die gesuchte Losung nicht im gewéhlten Intervall liegen
konnte. In diesem Fall wahlt der Algorithmus i.d.R. eine Losung, welche am Rand des
Intervalls liegt, weil an dieser Stelle die Determinante am geringsten wird. Dieses Problem
lasst sich beheben, wenn Losungen in einem kleinen Bereich des Intervall-Randes ungiiltig
gemacht werden. In diesem Fall muss das Programm mit einem besser gewéhlten Intervall
erneut durchgefiihrt werden. Sobald fiir einen Punkt einer bestimmten Kombination (a;,
m;) eine Losung gefunden wurde, lisst sich das Intervall fiir den néchsten Punkt (a;41, m;)
in Abhéngigkeit des zuvor gefundenen Punktes (a;, m;) sehr gut wéhlen, da die beiden
aufeinanderfolgenden Punkte fiir eine sinnvolle Losung nahe zusammenliegen miissen.
Somit kann der Punkt (a;, m;) als Startwert fiir den Punkt (a1, m;) verwendet werden.
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6.5 Auswertung

In diesem Kapitel werden zunéchst die Ergebnisse der numerischen Berechnung der Beul-
kurven dargestellt und anschlieBend mit anderen Losungen verglichen. Es werden jeweils
fiir verschiedene Laminate die Beulkurven gezeigt. Dabei muss fiir jede Kombination (a;,
m;) die Beullast bestimmt werden. Hierbei ist a die Seitenlénge und m die Halbwellenzahl.
Anschlieflend wird fiir jede Seitenldnge a; die kleinste Beullast gewahlt.

Es werden hier Beulkurven fiir drei verschiedene Hallentriager dargestellt (s. dazu auch
Kapitel 3, Tabelle 3.9). Alle drei Tréger nutzen den gleichen Steg. Es éndert sich fiir
einen Tréger nur der Flansch. Somit ergeben sich drei Flansch-Beulkurven und eine Steg-
Beulkurve. Die Beullasten werden fiir m = 10 Halbwellenzahlen beim Flansch und m = 19
Halbwellenzahlen beim Steg berechnet. Die Léange variiert fiir die Beulkurven von a = 0.5
m bis a = 8 m. Die Ergebnisse der einzelnen Laminattheorien werden hier miteinander
verglichen. Genau genommen verhalten sich die Laminate nicht exakt orthotrop. Es wurde
jedoch der nicht-orthotrope Teil der Steifigkeitsmatrix zu null gesetzt. Dies ist ebenfalls
in der Losung nach klassischer Laminattheorie geschehen. Die Vergleichbarkeit ist daher
gewahrleistet.

6.5.1 Ergebnisse und Auswertung

Fiir die vier Laminate sind in den Bildern 6.4 bis 6.7 zusammenfassend die Ergebnisse
aus der klassischen Laminattheorie (CLPT), der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung
(FSDT) sowie der Schubdeformationstheorie 3. Ordnung (TSDT) gezeigt.

«10° Beulkurven Flansch 1
2571
Lévy-CLPT
24+ — — — Lévy-FSDT
***** Lévy-TSDT
231

n
N
T

Nxx [N/cm]
N
[E=Y

2r |
!
\
197 \'\
\\ ,’\‘
(AN
\\</ “\_4/\\/,‘\7/\¥l _______ R _
1.8 \ /\
1.7 1 1 1 1 1 1 1 1
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Abb. 6.4: CLPT-, FSDT- und TSDT-Beulkurven Flansch 1
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. 6.5: CLPT-, FSDT- und TSDT-Beulkurven Flansch 2
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. 6.6: CLPT-, FSDT- und TSDT-Beulkurven Flansch 3
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«10° Beulkurven Steg
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Abb. 6.7: CLPT-, FSDT- und TSDT-Beulkurven Steg

Fiir alle vier Laminate ergibt sich, dass die Kurven fiir FSDT und TSDT deutlich unter
den CLPT-Kurven liegen. Die beiden Kurven FSDT und TSDT liegen nahe beieinan-
der. Diese Nédhe zwischen FSDT und TSDT ist auch in &hnlichen Berechnungen z.B. in
Reddy [18] zu finden. Uberraschend ist jedoch, dass die TSDT-Kurven iiber den FSDT-
Kurven liegen. Man wiirde aufgrund des komplexeren Verschiebungsfeldes erwarten, dass
die TSDT-Kurven unter den FSDT-Kurven liegen. Literaturangaben aus Reddy [18] zei-
gen jedoch, dass die Losungen der FSDT und TSDT héufig nahe beieinander sind. Somit
konnte das Ergebnis auch eine Folge von numerischer Unsicherheit sein, aber wird vor
allem vermutlich durch die doch recht beliebige Ermittlung des Schubkorrekturfaktors im
Rahmen der FSDT begriindbar sein.

Zu den folgenden drei Beispielen sind bereits FEM-Rechnungen in CLPT und FSDT
durchgefiithrt worden. Die Parameter zur Anordnung der Schichten, Dicke, Breite und
Hohe dieser Laminate sind in Kiihn et al. [136] aufgefithrt. Alle Laminate erfiillen die
Randbedingungen des Stegs.

Fiir die drei Beispiel-Laminate sind bereits FE-Rechnungen durchgefiihrt worden. Die
Grafiken zeigen jedoch nur die Kurven nach Lévy fiir FSDT und TSDT. Es sei angemerkt,
dass fiir die drei Laminate die FEM-Kurve fiir FSDT nahezu mit der Lévy-FSDT-Kurve
{ibereinstimmt. Daher wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit die FEM-Kurve nicht mit
in die Grafiken mit einbezogen.

Wie zu erwarten, liegen die TSDT-Kurven bei allen Laminaten ein geringes Stiick unter
den FSDT-Kurven. Je mehr Einzelschichten die Laminate aufweisen, desto gréfer ist der
Versatz zwischen FSDT- und TSDT-Losung. Dies ist ebenfalls zu erwarten gewesen. Je
dicker die Laminate werden, desto gréfler werden die Eintrége der Steifigkeitsmatrix. Bei
der TSDT-Matrix bleiben die neuen Eintrige (im Vergleich zur FSDT-Matrix) E, F,
H und D fiir diinne Laminate gering, sodass diinnere Laminate weniger vom Einfluss
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Beulkurven "49"
1600

FSDT |,
Lévy

1400

1200

1000

Nxx [N/mm]
[0}
8

600

400

200 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abb. 6.8: Lévy-FSDT und -TSDT Steg 49
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Abb. 6.9: Lévy-FSDT und -TSDT Steg 73

dieser Steifigkeiten erfasst werden, als dickere Laminate. Die Grafiken 6.8, 6.9 und 6.10
bestétigen diese Annahme.

Insgesamt zeigt sich also, dass die lokale Beulanalyse der Segmente diinmnwandiger schub-
weicher Faserverbund-Tréiger mittels der LA(C)vyschen Losung gelingt, sich aber recht
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«10% Beulkurven "98"
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Abb. 6.10: Lévy-FSDT und -TSDT Steg 98

umstindlich und wenig anwenderfreundlich gestaltet. Wir werden daher auf diese Art der
lokalen Beulanalyse im Folgenden nicht mehr weiter eingehen.
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Kapitel 7

Lokales Beulen mittels
geschlossen-analytischer Methoden

7.1 Einfiihrung

Energiebasierte Verfahren zur analytischen Berechnung des Beulverhaltens von Lamina-
ten beruhen im Wesentlichen auf Aussagen iiber den Energiehaushalt des betrachteten
Laminats und Nutzen das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials in Verbindung
mit dem Ritz-Verfahren, welche zum nédheren Versténdnis in diesem Kapitel kurz erlau-
tert werden sollen. Konkretisiert werden die Ausfithrungen spéter ausschliefSlich fiir die

TSDT.

7.1.1 Prinzip der virtuellen Verriickungen

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen ist Grundlage fiir das Prinzip vom Minimum des
Gesamtpotentials. Es basiert auf dem allgemeinen Arbeitssatz, der beliebige Spannungen
und Kréfte mit beliebigen, jedoch zuléssigen Verschiebungen und Verzerrungen verkniipft.
Der allgemeine Arbeitssatz ist unabhéngig vom Materialverhalten giiltig und lautet (mit

i?j = x7y72>:

/ o eDdv = / FuPav + / tDuPdA + / tMulDda. (7.1)
V; oVy,

Das Integral auf der linken Seite beschreibt dabei die Arbeit der inneren Kréfte, wéah-
rend das erste Integral auf der rechten Seite die Arbeit der Volumenkréfte ist. Die von
den Oberflichenbelastungen geleistete Arbeit wird anhand der beiden {ibrigen Integrale
angegeben.

Es wird ein elastischer Korper betrachtet, der aufgrund einer gegebenen Oberflichen-
belastung t; und gegebenen Volumenlasten f; einem Spannungenfeld o;; unterliegt und
sich zudem in einem Gleichgewichtszustand befindet. Indem der Korper infinitesimal aus
diesem Zustand ausgelenkt wird, werden sogenannte virtuelle Verschiebungen du; und
virtuelle Verzerrungen d¢; hervorgerufen, welche unter dem Begriff Verriickungen zusam-
mengefasst werden. Die infinitesimalen, virtuellen Verriickungen sind nicht real existent,
sondern lediglich gedachte Groflen, welche in Anlehnung an die geometrischen Randbedin-
gungen potentiell moglich sein miissen. Unter der Vorraussetzung, dass auf der Oberflédche
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0V,, auf der bereits Verschiebungen vorgegeben sind, keine virtuellen Verschiebungen du;
zuléssig sind, lédsst sich das Prinzip der virtuellen Verriickungen unter einsetzen der realen
Kraftgrofien o;;, fi, t; und der virtuellen Verriickungen du; und de; herleiten und wie folgt
formulieren (mit 4, j = x,y, 2):

/Uij55ijdV=/fi5uidV+/ tindu;dA. (7.2)
v v Vi

Ublicherweise wird das Integral auf der linken Seite als innere virtuelle Arbeit 6W; be-
zeichnet, wéihrend die Integrale auf der rechten Seite zur dufleren virtuellen Arbeit W,
zusammengefasst werden. Das Prinzip der virtuellen Verriickungen (7.2) kann aufgrund
der daraus folgenden Beziehung

oW, = oW, (7.3)

vollkommen &quivalent als Gleichgewichtsbedingung betrachet werden, welche hier ledig-
lich iiber virtuelle Arbeiten formuliert wird.

7.1.2 Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials

Geht man bei der Betrachtung eines Korpers weiterhin von elastischem Verhalten aus,
stimmt die virtuelle innere Arbeit 61; mit der virtuellen Anderung des inneren Potentials
OI1; sowie die virtuelle &ulere Arbeit W, unter Beriicksichtigung des entgegengesetzten
Vorzeichens, mit der virtuellen Anderung des #uBeren Potentials 611, iiberein:

(5VV1 = /oijéaijd‘/ = 5]:[@7

|4
5Wa = fZ(SUZdV‘f—/ tlgéusz:/éUdV: —(SHG. (74)
\% Vi \%

Das Gesamtpotential des elastischen Korpers ergibt sich aus der Summe des inneren Po-
tentials II; und des dufleren Potentials I1,:

I = II; + I,. (7.5)

Damit folgt aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen unter Beriicksichtigung von (7.5)
der Zusammenhang

STI = 6(IT; + 11,) = 0, (7.6)

welcher als Prinzip des virtuellen Gesamtpotentials bekannt ist. Ein elastischer Koérper
befindet sich demnach in einem Gleichgewichtszustand, wenn die erste Variation des Ge-
samtpotentials verschwindet. Aufgrund der Analogie von Variation und Differentiation
wird sofort deutlich, dass die Variation des Gesamtpotentials (7.6) die Forderung nach
sich zieht, dass das Gesamtpotential II zur Gewéhrleistung des Gleichgewichts einen Ex-
tremwert annehmen muss. Diese Schlussfolgerung ist als das Prinzip vom Stationédrwert
des Gesamtpotentials bekannt und lésst sich wie folgt formulieren:

IT = II; + 11, = Extremum. (7.7)

Verhilt sich der betrachtete Koérper dariiber hinaus sogar linear elastisch, ldsst sich des-
sen Materialverhalten bekanntermafien mit dem Hookesche Gesetz beschreiben. Aus dem
Extremum in (7.7) wird dann ein Minimum und es kann das Prinzip vom Minimum des
Gesamtpotentials formuliert werden:

IT = II; + 11, = Minimum. (7.8)
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7.1.3 Das Ritz-Verfahren

Das Ritz-Verfahren ist bei den sogenannten kontinuierlichen Verfahren einzuordnen und
geht grundlegend aus dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials (7.8) hervor. Es
wird angenommen, dass das Gesamtpotential in Abhéngigkeit der kinematischen Gro-
Ben des Verschiebungsfeldes des betrachteten elastischen Korpers bekannt ist. In einem
ersten Schritt werden fiir diese Groflen Ansatzfunktionen definiert, welche den kinema-
tischen Randbedingungen geniigen und das gegebene Problem (z.B. das Plattenbeulen)
moglichst genau beschreiben miissen. Geht man von den Verschiebungen ug, vy, wg sowie
den Biegewinkeln bzw. Neigungen der Querschnittsverwolbung v, und v, aus dem Ver-
schiebungsfeld der TSDT aus, lassen sich die Ansatzfunktionen in der allgemeinen Form
wie folgt formulieren:

m=M, n=Ny
uO(I7 y) - Umnulm(x)U/Qn(y)?
=1 n=1
m=M, n=N,
Uo(l’, y) = anU1m($)U2n(y)7
m=1 n=1
m=My n=Ny
wo(z,y) = Z Z WonnWim (2)wan (y),
m=1 n=1
m:sz n:NwI
%(SU, y) = Z Z anwxlm(x>wx2n<y>a
m=1 n=1
m= ’Ll’y n:wa
'(%,(JI, y) = Ymn¢y1m(£)¢y2n(y>‘ (79>
m=1 n=1

Hierin sind m und n die Anzahlen der Anstazfunktionen, welche sich aus den Ansatzkon-
stanten Upny Vinn, Winny, Xy Ymn und den Teilansatzfunktionen wuy,, (), w2, (y), vim(x),
V21, (Y), Wi (), War (Y), Yau1m (@), Yuon(Y), Yyim(T), Yyon(y) zusammensetzen. Wahrend die
Ansatzkonstanten das eigentliche Ziel der Berechnung mit Hilfe des Ritz-Verfahrens sind,
miissen die Teilansatzfunktionen unter Beriicksichtigung der genannten Anforderungen
gewahlt werden.

Setzt man die Ansatzfunktionen (7.9) in das Prinzip des virtuellen Gesamtpotentials (7.6)
ein und beriicksichtigt, dass die einzigen Groflen des Potentials, die noch variiert werden
konnen, die Ansatzkonstanten sind, dann kann das Verschwinden der ersten Variation des
Gesamtpotentials dII nur dann erfiillt werden, wenn die folgenden, als Ritzsche Gleichun-
gen bezeichneten Bedingungen erfiillt sind:

on_ _, ou ot ot ot
a(]mn - B B aY;nn

—0.  (7.10)

Fiir Probleme im Kontext einer geometrisch linearen Theorie fithrt (7.10) auf ein linea-
res Gleichungssystem, welches sich in bekannter Weise einfach l6sen ldsst. Somit ist der
Berechnungsaufwand beim Ritz-Verfahren wesentliche geringer als bspw. bei einer Finite-
Elemente-Analyse und fithrt bei geeigneten Ansatzfunktionen auf sehr genau Ergebnisse.
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7.2 Energetische Losung fiir Schubdeformationstheo-
rie 3. Ordnung

Energieverfahren beruhen im Wesentlichen auf Aussagen iiber den Energiehaushalt des
betrachteten Laminats. Ziel der analytischen Berechnung ist die Ermittlung der Beullast
NP mit Hilfe des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials in Verbindung mit dem
Ritz-Verfahren. Hierfiir ist die Betrachtung des Gesamtpotentials II des jeweiligen La-
minats im gebeulten Zustand erforderlich. Fiir die mechanischen Modelle fiir Steg und
Flansche des I-Trégers setzt sich das Gesamtpotential II aus dem inneren Potential II;,
dem &duBleren Potential I1, sowie der in den Federn gespeicherten Energie II; zusammen:

I =TI, + 11, + II,. (7.11)

Der Steg und die Flansche weisen elastisches Materialverhalten auf, weshalb das innere
Potential II; der inneren Arbeit W; entspricht. Unter Beriicksichtigung, dass eine Ande-
rung der Dicke h wiahrend des gesamten Vorgangs der Vorformung ausgeschlossen ist und
eine Dehnung ¢,, in Dickenrichtung (z-Richtung) somit nicht existent ist, gilt fiir das
innere Potential II;:

1
Hi = 5[/0¢j€¢jdv

1

= 3 / (O2a€xs + OyyEuyy + TayVay + TozVar + Ty2Vyz)dV. (7.12)
v

Dabei ist weiterhin zu berticksichtigen, dass Verzerrungen 7, 7,. und v,, aus der Sym-
metrie des Verzerrungstensors ¢;; hervorgehen. Setzt man in diese Formulierung das Ver-
zerrungsfeld der TSDT ein, so ergibt sich:

o = //y/{a {% s - g; (%ﬁ” ax?)}

R T C R |

ol R) B R

+ Th :wr — gzg (% + ?) + %ﬁo]

T :% ~ g_;z <¢y + 8%“) n 65‘;0} }dxdydz (7.13)

Nach anschliefender Integration beziiglich der z-Koordinate und dem Einsetzen der Schnitt-
kraftgroflen léasst sich das innere Potential II; wie folgt formulieren:

I — N No (Lo G0y Y
i //[ma TN, T oy | ox o MWy,

MO, Py ) _ 2 po _ S po (P
* (8y+8x> 302 M(a +8x2) 302 yy(ay+ay2

0 81D93 81/) dwo
- gt (G + B 2y) v (o ) re (4 52
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4 8w0 4 aU)O
ﬁRy (% + a—y> - h <¢x + E) ]dzdy (7.14)

An dieser Stelle ist das Konstitutivgesetz der TSDT in das innere Potential II; einzuset-
zen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass in diesem Kapitel lediglich symmetrische, orthotro-
pe Laminate betrachtet werden, deren Laminateinzelschichten lediglich die Winkellagen
0 = 0 bzw. 6 = 90 aufweisen. Aufgrund der Symmetrie ergibt sich aus (?7), dass die Mem-
bransteifigkeiten B;; sowie Ej;; null werden. Wegen der Winkellagen 6 = 0° bzw. 6 = 90°
verschwinden zudem die transformierte Steifigkeit Cy5 sowie die transformierten reduzier-
ten Steifigkeiten Q1 und Qag, so dass die Membran- bzw. transversalen Schubsteifigkeiten
A16, Agﬁ, D16, DQG, Flﬁ, FQG, Hlﬁ, H267 A45, D45, F45 ebenfalls zu null werden. Es gllt

Avg = Age = Bij = D1g = Do = Ejj = Fie
= Iy = Hig = Has = Ass = Dys = Fy5 = 0. (7.15)

Dariiber hinaus treten keine Verschiebungen uy und vy der Laminat-Mittelebene beziiglich
der x- bzw. y-Koordinate wihrend des Beulvorgangs auf. Damit lidsst sich das innere
Potential II; schlieflich wie folgt formulieren:

1t Oy \ Oy O, o, \ Ay \ >

th = 5/0/0 [D(a) ”D”axa—ywm(a—y) *D“’(ay)
Ny P, o, \* 8 Oy \”

* 2Des dy E+D66 ( Ox 3h2FH Ox

iF _82100 0y _ EF 8@/@% _ iF 0*wo Oa
302 022 9r 3K2 P Ox Ay 3h2 Y 9y2 O

_ 8 p Pwdy 8 (00T 8 L Pugdyy
327 %022 9y 3h2 P\ oy 327 02 Oy
8 I\ 16 O, O, 8 My \*
S v ° R
3h? Foo ( dy  3h2 T Jdy Oxr  3h? 6\ oz
16 . 0w Oy 16 . 0%wo O o\
- —F A Oy 16 (9%
3p2° % (%cay oy  3h2 06 0xdy Ox T ona 9h4 ( ox )
32 . 0w OPwe\* | 32 0, 0,
+W“ax2 I 3TH (a2 oni 1275, 3y
+ 32 ’LUO awx 32 82w0 8¢y 8 Wo 82’LU0

g Wy | 52 g
ot 292 oy opt 12028y+h 12522 B2

16 b, 02wy b, wo\?
T gpitz < Dy ) * _H 9 oy 9h4H22 0y

16 b \° 32 awx L L
—H, il — He——0Z7T
gp1 106 ( ay) On 5 0y D T 0ni 500y By

16 b, 2w Bty 9wy \ 2
N WH% < 3x) T on Hﬁﬁax{?y Ox + H66 0xdy

0 A ow
+ Al + DAy Uyt A (5 )+ Ass¥? + 24551,
dy dy Ox

awo 2 8 16 8w0 8 8w0 2
=+ A55 (%) - EDM@/}; - ED44a_y¢y - ﬁD44 a_y
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8 16 ow 8 owy\> 16
— 5 Dsst; — D55 —— 1y — 5 Ds5 <—0) +_4F44¢§

h ox h? Ox
+ Zfﬂfawozp + 2§F (%)2 + 24F55¢ + 32F55%w0¢
+ }1L—EF55 (%) 1dxdy. (7.16)
Das duflere Potential I, lautet:
== [ Nl 717)

bzw.

1 b @ Bwo 2
I, =—=N? —_— . 1
=g [ () (718)

Aufgrund der elastischen Einspannung des Stegs und der Flansche in Form der drehelas-
tischen Federn mit der Federsteifigkeit k& wird mit Beginn des Laminatbeulens die Energie
IT; in den Federn gespeichert. Sie ist bei Bestimmung des Gesamtpotentials II entspre-
chend zu berticksichtigen. Fiir den Steg, der an den Réndern y = 0 und y = b elastisch
eingespannt ist, gilt:

2

Die Flansche hingegen sind nur bei y = 0 elastisch eingepsannt und haben bei y = b einen
freien Rand. Fiir die gespeicherte Federenergie gilt dann:

m = L /0 2y = 0) + Ry = b)de. (7.19)

m, — %k /0 W2y = 0)da. (7.20)

Um die hier betrachteten lokalen Laminat-Beulprobleme eindeutig zu beschreiben, miissen
die geometrischen sowie die physikalischen Randbedingungen betrachtet werden. Wahrend
Erstere Forderungen an die kinematischen Gréfien ug, vg, wo, %«, 1, stellen, stellen Letzte-
re Forderungen an die am Rand vorliegenden Kraftgrofen NJ,, Np , N7, , ]\/[Qx, M, M,
Py, Py, Py, Qy, Qz, Ry, R;. Die Randbedingungen fiir den Steg und den Flansch des
[-Tragers konnen mit Hilfe des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials bestimmt

werden. Dies erfordert das Verschwinden der ersten Variation des Gesamtpotentials o11:
oIl = 611; + OI1, + d11, = 0. (7.21)

Fiir die erste Variation des inneren Potentials I1; aus (7.14) ergibt sich:

1 b a
oll; = 3 / / {Ngxéuo,x + Nl?yévo,y + nyéuo,y + nyévogc + M2 61y + MO 0y
0

4 4
+ M§y5wxy + MO (Ww - 3h2 xx(swl‘x - 352 ngéwo T 3h2 yyéwyy
4 1 8
— WPyycSwoyy 3h2 myéw;ny 3h2 my5¢y;v_ 342 myéw()zy"_Qy(Swy

4 4 4
+ Qyéwa —+ dewx + Qx(st@ — R 57% R 5’(1]0 b 2Rx5wx

4
— ER;,;(S'LUOJ dxdy. (7.22)
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Anschlieend werden alle Terme der ersten Variation des inneren Potentials 611;, in denen
Ableitungen der kinematischen Gréflen ug, v, wo, ¥y, ¥, auftreten, schrittweise partiell
integriert. Es ergibt sich:

1 b a 1 b
—/ / NO Sugdxdy = —/ 5u0\0dy——/ / N, o0uodzdy,
2.J)o Jo 2 Jo
1 b a 0 1 a
5 - Ny, 0vydrdy = 3 i 5v0|0dx—— yyyévodxdy,
1 b a 1 a
—/ / N, bugydrdy = 5/ o 0uglgdr — /
0
1 b
/ / NY ,0v0drdy = 5/ 5U0|0dy— /
0
I 1
—/ / 0 5y pdady = 5/ M2$5¢I|8dy—§/ mméwmdmdy,
0
1 [ 1
5/ / Migyéwy,ydzvdy = 5/ M0 (5@[@]8(193—5/ / yyyéwydxdy,
0o Jo 0
1 b a 1 a
—/ / Mg 0y ydady = —/ 5wm|0d$— —/ / xyyfwxd:cdy,
/ / &byrda:dy = / 5¢y|gdy / / xym&/)ydxdy,

N, yduodxdy,

/ N 20vodzdy,

2
2 i 2 P
— 3h2/ P,.0wo . |g dy+3h2/ P,.0wlgdy

- 3h2/ / :cxa:ac(;wodxd:%
3h2// Oy ydady = ~3 / (Wy\od:z:—i-gm// P,, 0, dzxdy,
3h2/ / yOWo yydady = 3h2/ 6w0y|0d:1:+3h2/ / Py, 0w, dxdy

2
= — h/ 6w0y|0dx+3h/0 0w o d

- / / Py dtodady,

3h2/ / Ppyotp, ydaxdy = 3h2 Pmy5wm|0dx+3h2/ / Py 00, dxdy,

9 b
ey Oy pdrdy = ——/ P, 01 ady+—/ / Ppy 00, dzdy,
3h2// Y 3n2 J, © " o 32 J, Sy TV

4 b 4 b a
OWo ydxdy = ——— Px(S ody + — P,y 0w ,dxd
3h2/ / Wo, zydrdy T yOWo | ody + 3h2/0 /0 y,20Wo ydxdy
4 4 [
= ——P, 5w0] o+ / Py, 0wo|5dx
3h2 Y 010 3h2 0 Y 0
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4 b
+ @ Py 0w lody — 3h2// P,y wy0wodzdy,

1 b ra 1 a
5/ / QyéwO,ydxdy = 5/ Qy6w0|gdx_ 5/ / Qyﬂ(sUJ()d.’L‘dy,
o Jo 0 o Jo
1 b a 1 b 1 b a
5/ / Q0w zdxdy = —/ Q25wo\8dy— —/ / Q 0wodzdy,
o Jo
1 b a
s [ [emman 5[ [ Qsva,
o Jo
9 b a
_ﬁ/ / R, dwg dxdy = 0 / R5w0|0da:—|— //Ryy(Swodxdy,
o Jo
2 [ e 2
_ﬁ/ / R, 0wg zdxdy = 72 Roéwglody+ //Rxx5w0da:dy,
o Jo

1 b a
——/ / R,0¢dxdy ——/ / R.0v dxdy. (7.23)
2Jo Jo 2 Jo Jo

Fiir die erste Variation des dufleren Potentials I, aus (7.18) sowie fiir die Federenergie I
aus (7.19) bzw. (7.20) ergibt sich entsprechend nach partieller Integration:

5Ha = ——// IUOI
= //Norwowéwoywdxdy

— / N2 wo ,0wolady + /b /“ N wo ze0wodzdy, (7.24)
o, = ‘k/ {0[wy(y = 0)] + 8y (y = b)]}de
= / @by( )57/}1/(9 = 0) + ¢y(y = b)5¢y(y — b)]d (7'25>

Setzt man die Ausdriicke aus (7.23), (7.24) und (7.25) in die Beziehung fiir das Verschwin-
den der ersten Variation des Gesamtpotentials (7.21) ein und sortiert diese entsprechend
der relevanten Variationen dug, dvg, dwg, 0wWq 4, OWo 4, 09y, 010y, erhélt man zusammen-
fassend folgende Bedingung:

4 4
_ // { Ny o+ Ny )ouo + (N, + N, . )ove + (WPM,MJFWP%W
4 4 0

+ 3h2 xyxy+ny+me_ﬁRy,y_ﬁR:c,z_2szw0,xw 57~U0
+ (M 4+ MO 4P —4 —Qu + Ry | 6th, +

Tx,T Yy 3h2 TT,T 3h2 xyy x T yyy
oM - p 2 p 0+ R, )0, bdud

wyx — 3pat vy T 379 Prys y y Y

1 [ 4 g A
’ 5/0 { [N"Syéuo FNfto+ <%P wy + gpa e+ Qy Wy)(swo
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4 4
0 0
Y Y PN GV Wy PR W

0 = 0000 = 0) + K,y = )0y = )

b

0

I 0 0 4 8 4
+ 5 ; Nxm(SUO‘I‘Nmy(SUO_‘_ 3h2pxzx+3h2 xyy_l_Qx_h_Rx

4 4
— 2 Ngxwo@) Swo + (ijx — WP“> Sty + (ng 377 ny) 51,
4 a
- 32 — P, 0w, z] O}dy

1/ 8 b
_ (3h2 ny(SIUQ>

=0 (7.26)
0

Diese Formulierung ermdoglicht es nun, sowohl die Gleichgewichtsbedingungen als auch die
Randbedingungen zu ermitteln. Bei genauer Betrachtung von (7.26) wird deutlich, dass
die Bedingung nur dann erfiillt ist, wenn fiir die relevanten Variationen du, = 0, dvg = 0,
dwy = 0, dw,, = 0, dwy, = 0, 0¥, = 0, 0¥, = 0 gilt, oder die zugehdrigen Terme null
werden.

a

0

Unter Beriicksichtigung, dass Verschiebungen ug und vy in 2- bzw. y-Richtung fiir die
gegebene Situation keine Relevanz haben, lauten die Randbedingungen fiir einen Steg mit
zwei elastisch eingespannten Réndern bei y = 0 und y = b:
wo(x =0)=0, wo(r=a)=0, wi(y=0)=0, wy(y=>b)=0,
,lva(y = O) - Oa ¢x(y = b) = 07 ’ll)y( O) Oa wy x a 0
P(x=0)=0, Pglr=a)=0, P,(y=0)=0, P,~y=>b)=0,

4 4

4
<M39y 342 Pyy> (y - 0) - kl/}y(y - 0)7

(M3, 512Pm ) (0= 8) =~y = ). (727

Fiir einen Flansch mit einem elastisch eingespannten Rand bei y = 0 sowie einem freien
Rand bei y = b gelten dagegen folgende Randbedingungen:

wo(xr =0)=0, wo(lr=a)=a, wy(y=0)=0,
Y(y=0)=0, ,(x=0)=0, (x=a)=0,
P.(r=0)=0, Pgr=a)=0, P,y=0)=0, P,,(y=0)=0,
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(7.28)

Fiir die analytische Berechnung der Beullast N2, ist die Anwendung des Ritz-Verfahrens
erforderlich. Dies erfordert in einem ersten Schritt die Formulierung von Ansatzfunktio-
nen fiir die kinematischen Grofien, welche in den Formulierungen fiir das innere Potential
II; (Gl (7.16)), das &uflere Potential II, (Gl. (7.18)) und die Federenergie Il (Gl. (7.19)
und (7.20)) signifikant sind. Es handelt sich dabei um die Verschiebung wy der Laminat-
Mittelebene in z-Richtung sowie die beiden Biegewinkel bzw. Neigungen der Querschnitts-
verwolbung 1, und 1, auf der Laminat-Mittelebene. Fiir die genannten kinematischen
Groflen werden zunéchst folgende allgemeine Ansatzfunktionen formuliert:

wo = Wwy(z)wa(y), Vy = X1 (2) 02 (y), y = Y¢y1($)¢y2(y)- (7.29)

Hierin sind die Gréflen W, X, Y die Ansatzkonstanten, welche bei der Anwendung des
Ritz-Verfahrens {iblicherweise das eigentliche Ziel der Berechnung sind, bei der Herlei-
tung des Energieverfahrens auf der Grundlage der TSDT jedoch unbestimmt bleiben.
Die Teilansatzfunktionen wy (), wa(y), ¥21(2), Ya2(y), Yy (x), ¥y2(y) werden an spaterer
Stelle fiir das lokele Steg- bzw. das lokale Flanschbeulen separat definiert. Sie miissen
die in (7.27) bzw. (7.28) genannten geometrischen bzw. kinematischen Randbedingungen
erfiillen. Setzt man die allgemeinen Ansatzfunktionen (7.29) in die Formulierung des Ge-
samtpotentials IT (7.11) unter Beriicksichtigung von (7.16), (7.18) sowie (7.19) bzw. (7.20)
ein, so erhélt man:

n = 1D11X2 /O (%) da / Y2,dy + D1 XY / d¢$1wy1dx / wﬂd%?

2

ot [ (55 o o [ | (2]
0o \ dy 2 0 d

+ DgXY / wxldwyl / d¢x2¢y2dy+;D66Y2 / (d%l) / Wlydy
0 0

4 2 dwxl dQ'wldwzl
- 3h2F11X/0( ) /@/’mzdy 3h2FHWX/ . dx /szl/)wdy

dip,, d 4 di,, d?
- %FHXY/ v liﬂyldl’/ wmzﬂ 2F12WX/ ¢ ~d / w2¢x2dy
3h 0 ~ 3h 0

4 d? boq d
— gy / wlwylda: / §y2dy WFQQYZ / W2 da / < %2) d
0 0
4 “ d2w2 d@ﬁ 2 2 wxz
_ 3h2F22WY/ wll/}yldl‘/(; dy2 d;j d — @F(;GX / ¢$ldx/ < y d

d di,, 4 d
- 3h2F66XY/ () wyl / v 2¢y2dy 3h2F66Y2/ ( ¢y1) / wady
0 0

- 5 FGGWX/ dwl@Dmd / dw2d¢x2dy i FGGWY/ @dwyldf/ dw2¢y2dy
0

3h? dy dy 3h? dr dx
8 i), d*wy dip, b
+ WHHXQ/O (—1) dﬁ/ Wrady + oh H11WX/ da:21 1d$/0 Wozady

8 “ (P \’ dipay iy
—_H W? d 20, + 20 XY/ 2L bad / o—22d
+ opa i /0 (d:c2> 33'/0 w3 y+9h4 12 . dr Ypde szdy Yy



Energetische Losung fiir Schubdeformationstheorie 3. Ordnung 213

16 ¢ iy d*ws 16 d?>un b iy,
WHHWX . w1 dr dCL’/O ¢z2dy+ 9h H12WY/O ¢y1dl'/ dy dy

16 d?wy b d2w2 dibys
— H,W? d d —H Y? 2 d Y
+ gpatheW /0 a2 x/o 2 g2 W gpatiz / vl x/ ( )
16 a b Pwsy dipyy d2w2
—— Hy WY d Y= dy —H wW? / 2d /
+ opa 12 /0 (Y 96/0 d dy 9h4 22 wydx
8 a b/ di, 16 d .
+ _4H66X2/ ¢§1d$/ < ;Z)y2> d + 9]1 H66XY/ %1 ¢y1 :L’/ ¢ 2wy2d
32 dwl b dwsy dipygs 8 ) / dw 1 /
2 He WX Vprd i dy + —— HegY 7t d
+ oA 166 / 1 90/0 dy dy Y+ opa e’ | Uyady
dwy dipy / dw, 32 ) / dw1 / dwy\*
32 g H,
" 9h4 ootV / de dr 7 Jy ay P T ooV 0 e @ o \ay )

1 a dw
YN / Y2 de / Wy + AuWY / W de / —zwyzdy
0 0 0

1 2 [ 2 ’ de ’ 1 2 [* 2
+ §A44W wldas e dy+—A55X wxldﬂf w
, d
W1 2
+ A55WX/ wmdx/ U)wazdy—i‘ A55W < ) dl’/ 2dy
0

d’w2

4 a
— EDMY/ 1dx/ wyzdy— D44WY/ wlwyldx/ —wady
0

dw @
_ D44W / wida / ( 2> dy—ﬁD%Xz / W2, da / W2, dy
0 0

8 ¢ dw 4 “/ dwy \ b
— =D5sWX 1¢m1d$/ Wogady — ﬁD%WQ/ (d_1> dx/ wgdy
0 0 0 0

h? X
8 16 “ dw
+ EF44Y2/ 2 d.fl?/ ¢22dy -+ A F44WY/ wlwyldx/ d 2¢y2dy

d
+ F44W/ da:/ ( “’2> dy+h4F55X / ¥2, da:/ W2, dy
16 dw 8 dw b
+ o FsWX /O —1¢$1dx /0 Wothgady + h4F55W2 /0 (d—;) dx /0 widy
1o oo [ du 2/” )
+ —kYQ/ ¢2dx o(y = 0) + 2 (y = b)].
(7.30)

Diese Formulierung ist in erster Linie fiir das lokale Stegbeulen giiltig. Beim lokalen
Flanschbeulen ist zu beriicksichtigen, dass der Flansch bei y = b einen freien Rand hat
und der Term ¢2(y = b) entsprechend der Federenergie II, des Flansches (7.20) entfllt.

Im Hinblick auf die weitere Herleitung des Energieverfahrens ist es an dieser Stelle sinn-
voll, fur die Integrale aus (7.30) Abkiirzungen einzufithren. Diese kénnen dann nach der
separaten Definition der Teilansatzfunktionen wy (), wa(y), Vu1(2), Va2 (y), Yy1(2), Yy2(y)
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fiir Steg und Flansch gelost werden. Folgenden Abkiirzungen werden eingefiihrt:

I

Iy

Iis

Ji

Ju

J1o

J12

Ji3

“ A\ “dify o
_ /0 (dx) dz, 12:/ Sk, 13:/0 V2 dz,

0
a a a d 2
= / ¢§1d$7 ]52/ lbxl%d% ]6:/ (ﬂ) dz,
0 0 dz 0 dz
“ d2’UJ1 dwxl ¢ d¢r1 ¢ d2w1
= /0 ——dx ]8 :A wlﬂdx, ]9 :/0 Wwyldxa

de? dx

@ * dwy * dwy dipy,
= d I = — Y d y I = _— d 5
/0 wlwyl xz, 11 /0 d Ypdr 12 /0 dr dr X

@/ Py \ 2 @ w @
= /0 (dx;) dz, [14:/0 W;wldx, 115:/0 w%dx,
a 2
(Y
0 dz
b b b 2
d d
- / Wdy, = / 620y gy = / (ﬂ) dy,
0 0 dy 0 dy

b (e P dipys b
= i d’ J—/ e d, J—/ 2d7
/o(dy)y 5 Ody%zy 6 0%2?/

b b 12 b
d“w d
R e T s =]
0 o ay 0

dy

b 2wy d b dws d

= / wedbin g, an/ du deea g,
o dy* dy o dy dy

b
d’lU2
= /0 d_y¢y2 dy7

b b 2 b s g2 2
d“w d“w
— 24 :/ 220 :/ 2) g
/0 wyay, Ja ; We e Y Jis . \dy? Y,

b (dwy 2 2
= d_ ) Clrot = wa (y = 0)7 CZrot = wa(y = b)
0 Y

(7.31)

Hierin gilt fiir lokales Flanschbeulen aus den bereits genannten Griinden Cs,..; = 0. Setzt
man die Abkiirzungen aus (7.31) in die Formulierung fiir das Gesamtpotential (7.30) ein,

dann gilt:
II =

_.|_

_|_

%DHXQIl Ji + Do XY I Jy + %D22Y213J3 + %D66X2]4J4 + D XY I5.J5
%D%Y?[ﬁje, — %FHXQIlJl — %FHWXAJ7 — %FHXYIQJQ
%FHWXISJE; — %FHWYIQJQ — %FQQWQJ?, — %FQQWYIIOJH)
o Fos X — S F XY Ty — o Fog oo — o FoglW X T i
%FG(;WYIHJH + %HHXQ-H% + %HHWXI?J? + %HHWQIBJB
EHmXij2 + EHHWXIBJ8 + EHHWYJQJ9

9ht 9ht 9ht
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16 8 16 8

WH12W2]14J14 + WH22Y2I3J3 + WHMWY]NJH) + WH22W2]15J15
8 16 32 8
+ WH66X2[4J4 + WH66XYI5J5 + WH%WX[HJH + @H66Y2]6J6
8 32 32 1
+ wHGGYQIGJG + WHGGWYIHJH + WH66W2]16J16 + §A44Y213J6

1 1
+ AuWYloJio + §A44W2115J16 + §A55X2I4J1 + AssW X111 J7

1 4 8 4
+ §A55W2[16J13 — 5 DuY?I3Js — ﬁD44WY]10J12 — 5 DuW?I15J16

h? h?
4 8 4 8
- ﬁD55X2I4J1 - ﬁD%WXInJ? — ﬁD55W2]16J13 + ﬁF44Y2]3J6
16 8 8 16
+ ﬁFMWY[lUJlZ + EF44W2[15J16 + ﬁF55X2[4J1 + HF55WX[11J7
8 1 1
+ FF55W2116J13 3 O W?LeJis + §kY213(Olrot + Coror). (7.32)

Der Gleichgewichtszustand, den der Steg bzw. der Flansch beim (lokalen) Beulen ein-
nimmt, tritt dann ein, wenn das Gesamtpotential IT entsprechend (7.8) in ein Minimum
iibergeht. Dies ist genau dann der Fall, wenn die erste Variation des Gesamtpotentials
OIT entsprechend (7.6) null wird. Unter Beriicksichtigung, dass die einzigen Groflen des
Potentials, die noch variiert werden konnen, die Ansatzkonstanten W, X, Y sind, kann
das Verschwinden der ersten Variation des Gesamtpotentials 611 nur dann erfiillt werden,
wenn die folgenden Ritzschen Gleichungen erfiillt sind:

on_oon_oom
ow T0X Ty
Die in (7.33) formulierten Beulbedingungen fiihren zu folgendem homogenen linearen Glei-
chungssystem:

0. (7.33)

oIl 16 32 16 64
W = <WH11]13J13 + WHHIMJM + WH22—715J15 + WHGGIMJIG
8 8 16
+ AulisJi6 + AsslieJ1s — ﬁD44[15J16 — ﬁD55[16J13 + FF44115J16
+ mF55[16J13 — Ny L Jis | W
4 4 8 16
+ < — @FHI?J? — WFHISJS — WF%IHJH + WHHI%]?
16 32 8
+ WHH[SJS + WHGGIHJH + Assl11J7 — ﬁD55[11J7
16F I1J7 ) X
+ atsstindy
4 4 8 16
+ < - %Fm[gc]g — %FQQIIOJIO - %F66112J12 + @Hm[ng
+1—6H[J+£H[J+AIJ—§D[J
opa H122t1010 T gpg Hee iz ash012 = 55 Daalro 12
16
+ HF44[10J12)Y =0,

o1l 4 4 8 16
X < - %Fn[%]? - %FIQI&]B - %FGGIHJH + WHn[?J?
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16 32 8

@Hufsjs + WH%IHJH + Assl11J7 — ﬁD55111J7
16
+ (D Ly + Deglids — —— Filydy — o FogLads + —0 Hy 1,
11d1Jh 6614/a — orgfmli/i = g Feelada & G Huiy
16 8 16
+ grrHasliJi+ Asslih = 5 Dss Ly + 35 Fss Ly ) X
8 8 16
+ <D12[2J2 + DgslsJ5 — WFHIZJQ - %F%[BJS + WHH[%]Q
16
+ WHGGISJS)Y =0,
oIl 4 4 8 16
oy < - %megc]g - %Fzﬂwa]w - %F66112J12 + WHm[ng
16 32 8
+ WH22[10J10 + WH66[12J12 + AualioJ12 — ﬁD44[10J12
16
+ FF44[10J12)W
8 8 16
+ D131y Jy + DgslsJs — me&Jz — WF66[5J5 + WHw[sz
16
+ WH66[5J5)X
8 8 16
+ <D22]3J3 + DgslsJs — @me&]?, — WFGGIGJES + WHm]st
16 8 16
+ WHGGI(SJG + AyalsJs — ﬁDMISJﬁ + EF44[3=]6
+ k[g(C’lmt + CQTOt)>Y - O (734)

Die Formulierung (7.34) lésst sich vereinfacht in Vektor-Matrix-Schreibweise darstellen,
wenn die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt werden:

16 32 16 64
Al = WHHIBJB + WHIQIMJM + WH22]15J15 + WH66]16J16 + Agsli5J16
8 8 16 16
+ AssligJis — §D44[15J16 — ﬁD55[16J13 + FF44[15J16 + HF55[16J13;
M1 = gz,
4 4 8 16
Ao = ———FI:J; — —FolsJs — ——=Fgeli1J —H I J
12 apz indrdr = g talsds = o5 feslu 11+9h4 11d7J7
16 32 8 16
+ WHHISJB + WH%IHJH + Assl11J7 — ﬁD55111J7 + EF55[11J7,
4 4 8 16
Az = _WFHIQJQ — %FmIme — WF66]12<]12 + WHH]QJQ
16 32 8 16
+ WHZQIIOJN + WH(SGIHJH + AyalioJ12 — ﬁD44[10J12 + ﬁFMIme’
8 8 16
Ao = DiyliJy+ DeslyJy — %anljl — %F66]4J4 + WHlllel

16 8 16
+ WH66I4J4 + A5y Jy — ﬁD55]4J1 + FF55I4J17
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8 8 16
Aoz = DislyJy + DeglsJs — @FHIQ% 32 73 Feels )5 + 9h4H12f2J2
16

+ %HG(S[SJS,

A3 = Daol3Js + DegleJs —

16
+ WH6616J6 + AyalsJs —

8 8 16
27,2 —=Fool3J3 — %FGGIGJG + — e

8 16
% 5 DuaalsJs + 7 3 FualzJs + kI3(Crrot + Carot)-

—— Hool3J3

(7.35)
Das homogene lineare Gleichungssystem kann dann wie folgt formuliert werden:

Mi— NO A A M| [W 0
)\12 )\22 )\23 X| = (0]. (736)
A3 Aoz Asz| LY 0

Die triviale Losung W =0, X =0, Y = 0 ist fiir die analytische Berechnung der Beullast
N?, uninteressant. Die Ansatzkonstanten bleiben weiterhin unbestimmt. Um das homo-
gene lineare Gleichungssystem dennoch zu 16sen, muss die Koeffizientendeterminante des
so entstandenen Gleichungssystems verschwinden. Daraus folgt:

(A1 — N2 A11) (Maadss — AazAaz) — Aia(Ai2 Az — Aasiz)
+ Aiz( A2 — Aa2Ai3) = 0. (7.37)

Die Formulierung (7.37) lisst sich so umformen, dass schliellich die gesuchte Beullast N2,
berechnet werden kann:

_ /\11()\22)\33 - )\23>\23) )\12()\12)\33 - )\23)\13) =+ )\13()\12)\23 - /\22)\13)
>\11()\22/\33 - )\23>\23)

Nys (7.38)

Es handelt sich bei (7.38) um die vollsténdige geschlossene Losung zur analytischen Be-
rechnung der Beullastlast NO von symmetrischen, orthotropen Laminaten, hergeleitet
aus der Betrachtung des Energiehaushalts auf Grundlage der Schubdeformationstheorie
3. Ordnung nach Reddy. Im Folgenden werden nun die Teilansatzfunktionen wy (x), wa(y),
Y1 (2), Vu2(y), Yy1(2), P¥y2(y) fir die hier betrachteten lokalen Laminat-Beulprobleme fiir
Steg und Flansch definiert.

Fiir das lokale Stegbeulen werden folgende Teilansatzfunktionen angenommen:

wy = Wuwi(z)wa(y)

— Wsin <m”) _(1 ~ B)sin (%) +%5 (l—cos (2%‘?;)) :
Vo = Xthu(2)e2(y) )
oo ()]

= xeos ("70) |
_ Ysin<m§x> {(1 - 5)sm( . ) + fsin <2by>] . (7.39)

% = wal (x)¢y2 (y>
Wiéhrend die Teilansatzfunktionen w;(z) die Bedingung erfiillt, dass die Verschiebung wy
an den Rédndern bei z = 0 und x = a verschwindet, kann ws(y) an den Réndern bei y = 0

DN | —

(1— B)sin (%’) +
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und y = b verschiedene Zusténde abbilden. Aufgrund der elastischen Einspannung durch
die drehelastischen Federn mit der Federsteifigkeit k sind theoretisch zwei Extremzustén-
de moglich, zwischen denen die Teilansatzfunktion interpolieren muss. Der eine Zustand
beschreibt eine gelenkige Lagerung, wie sie an den Réndern bei x = 0 und = = a vorliegt.
Fir £ = 0 kann der Steg an den Réndern frei um die x-Achse rotieren. Fiir k& — oo
wird hingegen ein Zustand erreicht, der eine feste Einspannung darstellt. Somit hétte der
Steg an den Réndern keinen Freiheitsgrad mehr. Die Interpolation zwischen den beiden
Extremzustdnden gelingt mit Hilfe des Faktors /3, dessen Ermittlung an spéteterer Stelle
kurz erldutert wird.

Die Neigung v, der Querschnittsverwolbung auf der Laminat-Mittelebenen entlang der
x-Achse, beschrieben durch eine Rotation um die y-Achse, wird durch die Teilansatzfunk-
tionen v, (z) und ¥,o(y) abgebildet. An den gelenkig gelagerten Randern bei x = 0 und
x = a kann der Steg frei um die y-Achse rotieren. Mit 1,1 (x) wird gewihrleistet, dass v,
dort den Wert 1 annimmt. An den elastisch gelagerten Réandern bei y = 0 und y = b ist
z2(y) entsprechend der Teilansatzfunktion ws(y) in der Lage mit einer geeigneten Interpo-
lation von k£ bzw. 3 zwischen einer elastischen und einer festen Einspannung zu variieren.
Fiir die Neigung v, der Querschnittverwolbung auf der Laminat-Mittelebene entlang der
y-Achse, beschrieben durch eine Rotation um die x-Achse, konnen die Teilansatzfunktio-
nen ¢, () und 1,2(y) in analoger Weise erldutert werden. Es ist dabei zu beachten, dass
Yy1(z) an den Réndern bei = 0 und « = a den Wert 0 annimmt, da dort eine Rotation
um die y-Achse aufgrund der Einspannung nicht méglich ist. Die Teilansatzfunktion ,2(y)
variiert wiederum in bekannter Weise zwischen den beiden beschriebenen Extremzustén-
den der Einspannung. Die Grofle m, welche in den Teilansatzfunktionen wy(x), 1.1 (),
1 (x) vorkommt, beschreibt die grundsétzlich zunéchst unbekannte Anzahl der Halbwel-
len, welche beim Vorgang des Laminat-Beulens auftreten und die einzelnen Beulmoden
charakterisieren.

Setzt man die gewéhlten Ansatzfunktionen (7.39) in die Abkiirzungen (7.31) ein, so ergibt
sich fiir das lokale Stegbeulen:

2.2

mem mm
L = Ig=—Ilg=1ls=—1iy=Ili= , —h=Ili=—-Igk=1I1=—,
2a 2
a m3r3 mir?
3 4 10 15=5, 17 oqz ' 113 2q3
b(643 — 6458% + 121 — 2473 + 217 3?)
Jl - J7 - J13 - 9
247
8 8 o 1 9
Jo = —J5=J9=—J12=—§ﬂ+§5 _§7T+7TB_7T/67
J (168 — 163 + 37 — 673 + 1573?)
3 = )
6b
(168 — 1653% + 37 — 678 + 67532
Jy = —Jg=Ju=—Ju=Jis= 165 b 6b b 6)7
g b(163 — 163 + 37 — 673 + 6753?)
6 — 6 )
72(168 — 1682 + 37 — 673 + 157/5%)
JIO = 6b2 )
m3(168 — 1632 + 31 — 673 + 15w 32
J15 = ( /8 /8 6 /B )7 Clrot = CQrot = (1 - ﬁ)2 (74())

6b3
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Fiir das lokale Flanschbeulen haben sich die folgenden Teilansatzfunktionen als zweckmé-
Big bewéhrt:

wy = Wuw(z)ws(y)
= wain (") [0 -2+ 5 (1-eos ()]
Ve = Xtho (2)sa(y)
e () [ 1 —eon (2]
1/)y = Y¢yl(x)¢y2(y)
N {(1_ §)% + piin <%)} (7.41)

Aufgrund der Analogie zu den Teilansatzfunktionen des lokalen Stegbeulens wird an dieser
Stelle auf eine detaillierte Erlduterung von (7.41) verzichtet. Hingewiesen sei allerdings
auf die Tatsache, dass sich die Teilansatzfunktionen von lokalem Steg- und Flanschbeulen
nur deshalb unterscheiden, weil der Flansch bei der Koordinate y = b einen freien Rand
hat und sich dort somit anders verhilt als der Steg mit einer elastischen Einspannung.
Unter Einsetzen der gewahlten Ansatzfunktionen (7.41) in die Abkiirzungen (7.31) folgt
fiir das lokale Flanschbeulen:

2.2

mam -
L = le=—Iy=ly=—Tu=le¢= , —lh=Iy=—Ig=1; = —,
2a 5
a m373 At
I3y = [421'10:[1525, [7:2—a2’ = o
1 4 —4 2 2122 2 ) 2 2_24
Jl = J7:J13:_b Sﬁ 86 +57Tﬁ -+ ﬂ-ﬁ‘i_ T ﬂ_/B |
6 )
1, (8—83+7%3 —4n 1 (723?
o = Jo=—= P
2 9 45< T )7 3 8( b ,
1 /-8 2+8+7T2 2
J4 = Jll:Jlﬁzg( /6 b /8>7
1 (88 — 882+ 21 — 218 + w232
Js = »71221—1 ’
T
1, (80 =85+ m+3mp* —2m 1, (8—88+7?B—4n
Js = —b p—8p B B8 . Js=Ju=—-0 p B |
4 - 5 b
1 [m3p? 1 [7p? ] 2
G Bz ror = (L= )" 42
J1o 16( b2 )a Jis 32( b3 ), Clrot 4( B) (7.42)

Der Faktor 8 ermoglicht wie bereits erwahnt die Interpolation zwischen den beiden Ex-
tremzustianden, welche durch die Einspannung mit einer drehelastischen Feder der Feder-
steifigkeiten k realisierbar sind. Um den Faktor § zu bestimmen, betrachtet man unter
Beriicksichtigung, dass Py, (y = 0) = 0 gilt, die Formulierung

(M8, 570 ) (0 = 0) = by =0 (7.43

aus den Randbedingungen fiir den Steg (7.27) bzw. den Flansch (7.28). Setzt man in
(7.43) die konstitutive Gleichung fiir ein symmetrisches, orthotropes Laminat sowie die
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Ansatzfunktionen fiir lokales Steg- (7.39) bzw. Flanschbeulen (7.41) ein, so erhédlt man
nach einigen Umformungen folgende Formulierung fiir den Faktor 5:
kY

2 8 872 :
T DnY — gz bl — g inW

B = (7.44)
Es ergibt sich das Problem, dass in (7.44) die Ansatzkonstanten W und Y auftauchen.
Diese sind nach wie vor unbestimmt und kénnen weder substituiert noch eliminiert werden.
Die quantitative Bestimmung von 3 ist somit nicht moglich. Aus diesem Grund wird
an dieser Stelle die Formulierung fiir f aus der Herleitung des Energieverfahrens auf
Grundlage der FSDT nach [136] verwendet. Sie lautet:

kb
2D227T + kb .

Diese Formulierung ist sowohl fiir das lokale Steg- als auch das lokale Flanschbeulen giiltig.
Der Faktor $ nimmt Werte zwischen 0 und 1 an. Fiir eine gelenkige Lagerung muss fiir
die Federsteifigkeit k& = 0 gelten. Der Faktor 5 hat dann ebefalls den Wert 0. Fiir eine
feste Finspannung geht die Federsteifigkeit gegen unendlich: £ — co. Der Faktor § tréigt
dann den Wert 1.

In diesem Kapitel soll die vollsténdige, geschlossene Losung des neu entwickelten, ener-
giebasierten Verfahrens zur analytischen Berechnung des Beulverhaltens auf Grundlage
der Schubdeformationstheorie 3. Ordnung nach Reddy angewendet werden. Es werden fiir
verschiedene I-Tréager Beulkurven berechnet, welche Aussagen iiber das Stabilitédtsverhal-
ten in Form von lokalem Steg- und Flanschbeulen zulassen. Die Ergebnisse werden mit
den entsprechenden Ergebnissen der energiebasierten Verfahren auf der Grundlage der
CLPT und der FSDT verglichen. Fiir die CLPT sei auf die Ausfithrungen in [100] sowie
fiir die FSDT auf die Erldauterungen in [136] verwiesen.

B = (7.45)

Die Beulkurven der TSDT ergeben sich aus der Berechnung der Beullast N2,, welche
mit Hilfe der vollsténdigen, geschlossenen Losung (7.38) erfolgt. Setzt man in (7.35) die
unter Einsetzen der Ansatzfunktionen fiir Steg und Flansch ausgerechneten Abkiirzungen
(7.40) bzw. (7.42) ein, so ergibt sich fiir eine konstante Hohe by des Stegs bzw. Breite
b; des Flansches eine Beullast N2, welche ausschlieflich von der Variation der Linge a
des Trégers sowie der Halbwellenzahl m abhéngt. Es wird fiir jede Lange a eine minimale
Beullast N, berechnet. Tréigt man in einem Diagramm Letztere iiber Erstere auf, so

ergibt sich die gesuchte Beulkurve des betrachteten I-Trégers.

7.3 I-Trager eines Hallenrahmens

Es werden drei Konfigurationen eines [-Trégers betrachtet, die Kapitel 4 entnommen sind.
Die betrachteten Konfigurationen unterscheiden sich im Wesentlichen durch den Lagenauf-
bau und den geometrischen Abmessungen der Flansche, wihrend sich beim verwendeten
Steg nur die Breite bzw. Hohe by dndert.

Bei der Betrachtung der Laminat-Codes fillt auf, dass es sich bei den Stegen und Flan-
schen um symmetrische, quasi-isotrope Laminate handelt. Das in diesem Kapitel her-
geleitete energiebasierte Verfahren auf Grundlage der TSDT sowie die in der Literatur
beschriebenen Energieverfahren auf Grundlage der CLPT und FSDT sind jedoch aus-
schlieflich auf symmetrische, orthotrope Laminate anzuwenden. Um diesen Umstand zu
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umgehen, werden die nicht-orthotropen Eintrdge der Steifigkeitsmatrix zu null gesetzt.
Die Berechnung der Federsteigkeiten k fiir Steg und Flansch nach (?7?) bzw. (?77) ergibt
fiir alle drei I-Trager, dass der Steg ausschlagebend fiir den Beginn des lokalen Beulens
ist.

In den Abbildungen 7.1 bis 7.3 sind fiir die drei Konfigurationen des I-Trégers jeweils die
Beulkurven der Energieverfahren auf Grundlage der drei Laminattheorien im Vergleich
dargestellt. Aufgetragen ist dabei die Beullast N in N/mm iiber der Linge a in mm.
Dargestellt ist der Bereich von @ = 0 mm bis a = 4000 mm. Fiir die [-Tréger 1 bis 3
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Abb. 7.2: Beulkurven des I-Trégers 2

ist zu erkennen, dass die Beulkurve der Klassische Laminattheorie deutlich oberhalb der
Beulkurven fiir die Schubdeformationstheorie 1. Ordnung und 3. Ordnung nach Reddy
liegt. Die Beulkurven fiir die Laminattheorien hoherer Ordnung liegen dabei stets sehr
nah beieinander. Diese Form der Ergebnisse war durchaus zu erwarten, da es sich hier
um Konfigurationen eines I-Trégers handelt, deren Steg und Flansch eine moderate Dicke
aufweisen und somit bei dem Vorgang der Verformung die Neigung der Querschnittsflache
sowie in gewissem Mafle auch die Querschnittsverwélbung zu beriicksichtigen ist. Die
FSDT und TSDT liefern fiir solche I-Trager wesentlich bessere und genauere Ergebnisse.
Interessant ist jedoch die Tatsache, dass die Beulkurven der TSDT, wenn auch nur leicht,
iiber den Beulkurven der FSDT liegen. Die TSDT liefert aufgrund ihrer kinematischen
Annahmen noch genauere Ergebnisse als die FSDT.
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Abb. 7.3: Beulkurven des I-Trégers 3

7.4 I-Triger nach Kiihn et al. [136]

Es werden drei weitere Trigerstrukturen mit I-Profil betrachtet, welche der Arbeit von
Kiihn et. al [136] entnommen sind. Der Steg und der Flansch aller drei Trégerstrukturen
besitzen einen symmetrischen, orthotropen Lagenaufbau. Die Berechnung der Federsteig-
keiten k fiir Steg und Flansch ergibt fiir alle drei Trégerstrukturen, dass der Flansch
ausschlagebend fiir den Beginn des lokalen Beulens ist.
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Abb. 7.4: Beulkurven des I-Tragers 4

In den Abbildungen 7.4 bis 7.6 sind fiir die drei Tragerstrukturen mit I-Profil die Er-
gebnisse der Energieverfahren auf Grundlage der CLPT, FSDT und TSDT in Form von
Beulkurven dargestellt. Aufgetragen ist dabei die Beullast N, in N/mm iiber der Linge
a in mm. Dargestellt ist der Bereich von a = 0 mm bis a = 1200 mm bzw. a = 1440 mm.
Bei allen I-Trégern ist wieder sehr ausgeprégt zu erkennen, dass die FSDT und die TSDT
aufgrund ihrer theoretischen Annahmen und Voraussetzungen wesentlich genauere Ergeb-
nisse liefern und ihre Beulkurven deutlich unterhalb der CLPT-Kurve liegen.
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Abb. 7.6: Beulkurven des I-Trégers 6

7.5 Einfluss der Laminatdicke h

Im Weiteren soll noch einmal explizit der Einfluss der Laminatdicke h bzw. der Anzahl N
der Laminateinzelschichten auf die Genauigkeit der Ergebnisse der Energieverfahren auf
Grundlage der drei Laminattheorien untersucht werden. Dazu wird ein [-Tréger betrach-
tet, der die geometrischen Abmafle der I-Tréager 4 und 5 besitzt. Der Steg hat demnach die
Hohe b, = 100 mm und der zugehoérige Flansch die Breite by = 40 mm. Der Steg und der
Flansch sind weiterhin symmetrische, orthotrope Laminate mit den Winkellagen 6 = 90°
und 6 = 0°. Variiert wird lediglich die Anzahl der Laminateinzelschichten von N = 20
bis N = 200 mit einer Schrittweite von AN = 20. Die Dicke einer Laminateinzelschicht
betragt hy = 0,125 mm.

In den Abbildungen 7.7 bis 7.16 werden fiir die I-Trdger mit unterschiedlicher Anzahl N
von Laminateinzelschichten abermals die Beulkurven der Energieverfahren auf Grundlage
der CLPT, FSDT und TSDT im Vergleich dargestellt. Aufgetragen ist dabei wiederum die
Beullast VY, in N/mm iiber der Léinge a in einem Bereich von ¢ = 0 mm bis a = 1200 mm.
Fiir die Anzahl von N = 20 Laminateinzelschichten (Abb. 7.7) liegen die Beulkurven der
drei Laminattheorien nahezu exakt aufeinander. Dies ist darauf zuriickzufithren, dass die
beriicksichtigte Neigung der Querschnittsfliche in der FSDT sowie die zusétzlich beriick-
sichtigte Querschnittsverwolbung in der TSDT bei sehr diinnen Laminaten quasi nicht
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existent ist. Die Eintrdage der Steifigkeitsmatrizen der beiden hoheren Laminattheorien,
welche diese Verformungsgeschehen beriicksichtigen wiirden, gehen gegen null und haben
somit keinen quantitaven Einfluss auf das Ergebnis bzw. auf dessen Genauigkeit. Mit zu-
nehmender Anzahl der Laminateinzelschichten berechnen die Energieverfahren der drei
Laminattheorien unterschiedliche Ergebnisse fiir dasselbe Laminat-Beulproblem. Bereits
bei N = 40 Einzelschichten liegt die Beulkurve fiir die CLPT deutlich {iber der FSDT-
und der TSDT-Kurve, welche an dieser Stelle weiterhin nahezu deckungsgleich sind. Dies
ist darauf zuriickzufiihren, dass die in den beiden hoheren Laminattheorien beriicksich-
tigte Neigung der Querschnittsfliche relevant fiir das Verfromungsgeschehen ist, wahrend
die Querschnittverwolbung weiterhin verschwindend gering zu sein scheint. Im weiteren
Verlauf der zunehmenden Laminatdicke h steigt die Relevanz der Verwolbung der Quer-
schnittsfliche, was daran zu erkennen ist, dass die FSDT- und die TSDT-Kurve nicht
mehr nahezu exakt aufeinander liegen. Die Eintrége der Steifigkeitsmatrix der TSDT, die
Potenzen vierter bis siebter Ordnung aufweisen, gewinnen mit zunehmender Laminatdicke
h an Bedeutung und haben einen steigenden Einfluss auf die Genauigkeit des Ergebnisses.

Betrachtet man einen I-Tréger, dessen Steg und Flansch aus N = 180 (Abb. 7.15) bzw.
N = 200 (Abb. 7.16) Laminateinzelschichten bestehen, so ist festzustellen, dass insbe-
sondere das Energieverfahren auf Grundlage der FSDT nicht mehr in der Lage ist, ein
plausibles Ergebnis fiir die Berechnung des lokalen Steg- bzw. Flanschbeulens zu liefern.
Die FSDT-Kurve zeigt nicht den typischen Verlauf einer Beulkurve in Form einer Girlan-
de. Die vorliegende Situation ist bei solch dicken Laminaten nicht mehr als Beulproblem
zu betrachten, da insbesondere der Flansch, der nach Berechnung der Federsteifigkeit k
ausschlaggebend fiir den Beginn des Beulens ist, mit einer Dicke von A = 22,5 mm bzw.
h = 25 mm sich an dieser Stelle nicht mehr als Platte behandeln lésst. Hier sind andere
Stabilitatsfille zu betrachten.
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Abb. 7.7: Beulkurven des I-Tragers “100 mm x 40 mm - 20 Einzelschichten”
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Abb. 7.12: Beulkurven des I-Tragers “100 mm x 40 mm - 120 Einzelschichten”
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Abb. 7.13: Beulkurven des I-Trégers “100 mm x 40 mm - 140 Einzelschichten”
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Kapitel 8

Lokales Beulen mit Hilfe des
Ritz-Verfahrens

8.1 Einfiihrung

Die bisherigen Ausfithrungen zur lokalen Stabilitéit ziehen recht elementar ansetzbare Stra-
tegien heran und erlauben ausschliefSlich die Betrachtung ideal-orthotroper Laminate. Es
muss jedoch davon ausgegangen werden, dass in einer praktischen Anwendung auch La-
genaufbauten zum Tragen kommen, die anisotrope Eigenschaften und dabei auch Biege-
Drill-Kopplung aufweisen. Daher ist dieses Kapitel der Entwicklung des Ritz-Verfahrens
fiir verschiedene Laminat-Situationen gewidmet, und zwar basierend auf der Schubdefor-
mationstheorie 1. Ordnung (FSDT) sowie auf der Schubdeformationstheorie 3. Ordnung
(TSDT). Es sei bereits an dieser Stelle angemerkt, dass zu einem spéteren Zeitpunkt der
Projektbearbeitung die Entscheidung fiel, weitere Arbeiten ausschliefilich auf der Schub-
deformationstheorie 3. Ordnung aufbauend anzustrengen. Dennoch haben die in diesem
Kapitel bereitgestellten Ausfithrungen zur FSDT Neuigkeitscharakter und sollen daher
auch der Fachoffentlichkeit zugénglich gemacht werden.

8.2 Das Ritz-Verfahren nach FSDT

8.2.1 Strukturelle Situation und Grundgleichungen

Es werde ein Laminat mit rechteckigem Grundriss (Lénge a, Breite b) betrachtet (Abb.
8.1), das unter den angezeigten Kraftfliissen NJ,, N) und N7 stehe, wobei der Kraftfluss
N? linear iiber y veréinderlich sein moge. Das Laminat sei symmetrisch, es werden aber
ansonsten keine weiteren Anspriiche an den Lagenaufbau erhoben. Die beiden Léngsrander
bei y = 0 und y = b seien dariiber hinaus elastisch eingespannt (Einspannsteifigkeiten £,
und &;). In Abb. 8.1 sind exemplarisch gelenkige Lagerungen an allen Réndern vorgesehen,
wir werden aber im weiteren Verlauf dieses Kapitels eine Reihe weiterer Kombinationen
von Randbedingungen betrachten. Gesucht werde nun diejenige kritische Lastkombinati-

on, bei der das Laminat in den gebeulten Zustand iibergeht.
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Abb. 8.1: Betrachtete Laminat-Situation.

Das Konstitutivgesetz im Rahmen der Schubdeformationstheorie 1. Ordnung lautet unter
der Annahme symmetrischer Laminate:

NO. Ay A A 0 0 0 0 0 ] 2
NY, Aip Ay A 0 0 0 0 0 =
Ny, A A Ass 0 0 0 0 0 Sy T e
M, | | 0O 0O 0 Dy D Dy 0 0 K
MO | | O O O Dy Dy Dy 0 0 f’aiy
My, 0 0 0 Diyg Dy Dgg O 0 aaiy + 2
Qy 0 0 0 0 0 0 KA44 KA45 %—i_wy
Qu | 0 0 0 0 0 0 KA KAsp | duo 4y

(8.1)

Das elastische Gesamtpotential I des gebeulten Laminats setzt sich aus dem inneren
Potential IT;, dem &ufleren Potential II, und der in den Randfedern gespeicherten Energie
II, zusammen:

IT =11, + 11, + I1,. (8.2)
Die fiir das Ritz-Verfahren notwendige innere Energie bzw. das innere Potential 11; lautet
gegenwartig:
1
IL; = 2 Jv (OawEan + OyyEyy + TayEay + Tazlar + Tysy:) dV, (83)

bzw. nach Durchfiihren der Integration beziiglich der Dickenrichtung z und bei Vernach-
lassigung der ebenen Verschiebungen ug und vy:

I O O Iz OV
m o= - VA VR VN s
' 2/0/0{”81:+ yy8y+ xy(@y—ir@x)
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0 0
+Q, (a%o v ) +Qx< 0 w)} dady. (8.4)
Einsetzen des Konstitutivgesetzes nach Schubdeformationstheorie 1. Ordnung ergibt dann:

1t re My O Dy OY Iy Oy
I, = - D T2V L 9D YT D, Y Y
’ 2/ /0 [ "or ox LRt oy Ox T dy 0Oy

+ 2D ( Oy Ox + Odr Ox 2D oy Oy + or Oy
+ (3y6y+8y3x+8x8x
Owy O 8
—|—KA44(5205U0 wowy_'_w)
Owy Owy  Owy Jwy
+ 2K Ays ( 9z oy 5 Yy + ¢m+wx¢y)

8w0 8w0

a’LUo
+ KA55(8$ o7 ¢x+¢)]dxdy-

(8.5)

Das duflere Potential II, ergibt sich unter den gegebenen Randlasten als:

_ __/ / [)\NO (%>2+ANO (88—12)) +2AN? (%“;0) (68“;0)] dxdy. (8.6)

Hierin ist die Grofle A der Lastmultiplikator, der anzeigt, um welches Mafl die angelegte
Belastung gesteigert werden darf, bevor Beulen eintritt. Der linear veranderliche Kraftfluss
N? (y) kann formuliert werden als:

0

N, () = " [~ 1)y + 8], 8.7

das ¢-fache Vielfache des Randwerts N? ; ist.
Schliefflich ist noch die Federenergie Il; zu betrachten, die sich gegenwirtig wie folgt

angeben lésst:
1 [@ 2 2
I, = §/0 [k, (olyeo) +Er (4lyo) } de. (8.8)

8.2.2 Ansatzfunktionen und Energieformulierungen

wenn der Randwert N

Fiir jede der nachfolgend betrachteten Arten von Randbedingungen wird ein allgemeiner
Ansatz fiir die Beulfreiheitsgrade wie folgt gemacht:

Wy = Zm 1 Wmnwlm (x)wZn (3/>7

n=1

wx = Zm:l Zn:l an¢x1m (x)w:ﬂn (y)>
b= 3 Yt () (4). (5.9)
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wobei hier die Forderung erhoben wird, dass die Ansatzfunktionen samtliche geometri-
schen Randbedingungen zu erfiillen haben. Das innere Potential II; kann damit geschrie-
ben werden als:

m=K n=L p=K q=L

Hi = % 2_: 2 Z Zanqu/ dwﬂ;m dwmlpd /¢x2n¢z2qdy

m=1 n=1 p=1 g=1 0

=In=J p=I q=J

+ % ZZZZYmn%q/%lm?/)ylpdx/ d?ézzn Chﬁz?q Y
m 0

=1 n=1 p=1 ¢=1
m=K n=L p=I q=J
dwmlm dw 2
+ Dy Y Y, / Wetm / Ay
m=1 n=1 p=1 ¢=1 0 0
m=K n=L p=K ¢=L a b
d zlm d T
+ D) ) Xyn X / L / L0
m=1 n=1 p=1 ¢=1 z Y
0
m=K n=L p=I q=J
dYy1m d
+ D ) > szmnypq/ 2; wylpd /wxzn%zqdy
m=1 n=1 p=1 g=1 0

m=K n=L p=I q=J

+ D26 Z ZZZanqu/wzlml/}ylpdx/ d¢$2n d¢y2q

m=1 n=1 p=1 g=1

m=K n=L p=I q=J b
R 5 35 3) BTTAY [ TERIVEY PR 2
m=1 n=1 p=1 ¢=1 0 0

m=K n=L p=K q=L

a b
D66 dwaﬁn dwa
= 3% XX, / Getmarpde / o
= =1 g=1 0 J

_ _ — — a b
—~ ! dizon

+ D66 — aya anYZDq/Qﬁxlm d;pd.%/ dy waqdy
- - 0

B EES L P [

m=1 n=1 p=1 gq=1 0
a b
KA m=M n=N p=M q=N dw . dw

S D 3D 30 D) DiTHUAY Py LY
m=1 n=1 p=1 ¢=1 0 0 Y Y
m=M n=N p=I qg=J a dw

+ KA44 Z Z Z WmnY;)q/wlm@Z)ylpdx/ 2n¢y2qdy
m=1 n=1 p=1 ¢=1 0 0

m=I n=J p=I q=J

S 535 3 i FEY

m=1 n=1 p=1 ¢=1
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m=M n=N p q=N

=M b
+ KA45 Z Z Z ZWmanq/dwlmwlp x/andwzqdy

m=1 n=1 1 g=1

+ KAy Z Z

m=M n=N p=I g=J
1 1

0
J b
Wim
Wmny;)q/ - wylpdx/w%ﬂ/)qudy

m=1 n=1 p=1 gq=

0
m=M n=N p=K q=L b d’wg
+ KA45 Z Wmnqu/wlmwaflpdx/ d nwx2qdy
m=1 n=1 p=1 ¢=1 0 0 Yy

(8.10)

Es ist zweckméfig, an dieser Stelle die folgenden integralen Resultanten der Ansatzfunk-
tionen in (8.9) und ihrer Ableitungen einzufiithren wie folgt:
* 0" Yrm P
Q= X
K /0 ori opi
“ azwxlm ajw 1
02 = — - vk
* /0 T
* 0" Yy1m ¥y
3 _ ylm Yylp

: P dx
ort  OxJ ’

@ 8iw1m ajwlp

@ = o Or Ow a,
2 = [ Tt
W= 85;7% aaﬁimd
b Oy O,
ay = [ éffqdy’
b ity O
b Dby O
At = [ O O,

o Oy Oy



234 LoOKALES BEULEN MIT HILFE DES RITZ-VERFAHRENS

b oA .
alw2n 8] ’(/)y2q

o Bl S
NS = /Oba;;j”%fdy. (8.11)
Mit den Abkiirzungen
phikl ;DmmA&+D@mAh+h%ﬁ&Nm+DﬂmA&

v = 2 (Das30 AT, + Do Ay + kAwuQGT AGY) + DasQEAG,,

2

Ti% = DpQi A3 + DigQ Ay + DasQg ATy + DasQ3y ATy + kA3 A,

k
Fz'(rmmn — § <A44930A1111 =+ 2A45Q%0A31 + A5594111AE1)0) ’
k
]_—x;nnk:l — 5 <2A45Q(6)0A?0 + 2A55Q?0A(6)0> )
(8.12)
kann das innere Potential II; kompakt dargestellt werden als:
m=K n=L p=K q=L
M= 0D 3D XXl
m=1 n=1 p=1 ¢=1
m=I n=J p=I q=J
222D VYl
m=1 n=1 p=1 g=1
m=K n=L p=I q=J .
D IDIDIP IR N ix b
m=1 n=1 p=1 ¢=1
m=M n=N p=M q=N
DD D D W Wyl
m=1 n=1 p=1 ¢=1
m=M n=N p=I q=J .
D22 D Wl
m=1 n=1 p=1 g=1
m=M n=N p=K q=L
535 3 3) SR
m=1 n=1 p=1 ¢=1
(8.13)

Ganz analog kann auch das duflere Potential I, angegeben werden:

m=M n=N p=M q=N

Na(c)z @ Bwlm awlp b
Ha = — )\% (w — 1) Z Z Z ZWmanq/O O %dﬂf/o‘ wgnwgqydy

m=1 n=1 p=1 ¢=1

0 a
Nac:n 8w1m 6w1p

= b
- A 5 ZWmanq ; 5w or d:z:/o Way Waqdy

Ny SRS S ‘ " Qusn O
A—= Woin W W W1 pdT
2 0 o Oy Oy
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m=M n=N p=M q=N a awl b 8w2
0 m q
— AN, Z Z Z ZWmanq/O lepdx/o Wap, 3y dy,
m=1 n=1 p=1 ¢=1
(8.14)
bzw. mit (8.11) und der Abkiirzung
b
Qoo = / WonWagydy (8.15)
0
in folgender Form:
Ng?m m=M n=N p=M q=N _1
I, = =A 9 Wmanq {%9%16200 +QZ111A30
m=1 n=1 p=1 ¢g=1
No m=M n=N p=M q=N
_ /\% Wonn Wi Q200 AT,
m=1 n=1 p=1 ¢g=1
m=M n=N p=M q=N
— /\Na(c)y WmanqullOAél
m=1 n=1 p=1 ¢=1
(8.16)
Mit der Abkiirzung
NO 1 N
rymmt = % [W 2 >QZ111Q00 + QﬁAéo] + %QéoAéﬁ + Na(x)yQiloAé1 (8.17)
folgt schliellich:
m=M n=N p=M q=N
M, = —A DD W Wi I, (8.18)
m=1 n=1 p=1 ¢=1
Schluflendlich kann noch die Federenergie Il in kompakter Form angegeben werden:
k m=In=J p=I q=J a
1
L= 23S Vot [ dtnde (i),
m=1n=1 p=1 g=1 0
L m=In=J p=I q=J a
+ 771 Z Z Z Z YmnY;aq/ ¢ylmwylpdaj (wy2nwy2q) |y:b'
m=1 n=1 p=1 ¢g=1 0
(8.19)
Mit den Abkiirzungen
(I)ll = wy2nd}y2q|y:07
611 = wanwy2q|y:b
(8.20)
sowie
L 1
PZS]” = §T56Lp (kl(Pll + kZT@H) (821)
folgt:
m=In=J p=I q=J
T 3) 3 ) RRALE 522
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8.2.3 Eigenwertproblem

Das Erreichen der Verzweigungslast bzw. der kritischen Lastkombination wird durch
einen indifferenten Gleichgewichtszustand beschrieben, was gleichbedeutend mit dem Ver-
schwinden der ersten Variation des elastischen Gesamtpotentials II des gebeulten Lami-
nats ist:

511 =0. (8.23)

Da die mathematische Form der Beulfreiheitsgrade mit den (noch nicht néher spezifizier-
ten) Ansatzfunktionen bereits vollsténdig festgelegt wurde, fithrt die Variationsaussage
(8.23) auf die sog. Ritzschen Gleichungen:

oIl oIl oIl
. =0, ax, =0, oY, =0. (8.24)

Durchfiithren der hier geforderten Ableitungen und Zusammenfassen in einer Vektor-
Matrix-Schreibweise liefert das folgende Gleichungssystem:

K+ K -)E] W= (3.5

Dies ist ein lineares Eigenwertproblem, wobei der Lastmultiplikator A den Eigenwert und
der Vektor W den Eigenvektor darstellt. Die Matrix K ist die sog. Steifigkeitsmatrix des
betrachteten Laminats, und K = wird iiblicherweise “als geometrische Steifigkeitsmatrix
bezeichnet. Die Matrix K beinhaltet die Steifigkeitsbeitrage der Randfedern.

Die Zusammensetzung der Steifigkeitsmatrix K K soll an dieser Stelle kurz naher ausgefiihrt
werden. Sie setzt sich aus mehreren Submatrizen zusammen:

o ki _11517@1 :11%71' j
- mn i
gi - £17x £17w élyw ) (826)
mnij igkl 737
=ly =Ly =Ly

wobei die folgenden Symmetriebedingungen gelten:

T
mnkl mmnkl
K = ()

T
Kmnij — Kmnij
—l,y =1,w )

. AT
KM — (K’“l”> . (8.27)

—=l,y —l,z

Die einzelnen Submatrizen wiederum konnen systematisch in weitere Teilmatrizen zerlegt
werden wie folgt:

(K OK? O OKP ... KT

—,w —,w ——R :z,g

K K2 K® ... K

—,w =W —,w —,w
gmee | KL KRB gOP
—iw 1, w 1, w 1, w 1, w )

KM M2 KM gMP

L —,w 1, w 1, w —,w
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[ K'Y K2 KB K7 7
i =i, i,z —ix
K 2 B k2P
—_—,x =i,z —i,x =iz
Kmnpq K31 K32 K33 3p
—,x =i,z —i,x —_—,x —i,x )
KMU Mz M3 KMP
L —i,x —i,x —i,x =iz
[ K' K?® KU KT
—bY —LY — 1Y —Z,%
K 2t g I
el i
mnpq
él,y élay :l,y :l,y i,y (8-28)
KM gM2 gM3 . pMP
- —LY —uY —1Y —1,Yy .

Die Komponenten der hier auftretenden Submatrizen lassen sich schliellich angeben als:

mp _ mp
—i,w - [an,i,w} )
mp . mp
—i,z - |:K7LQ7i755:| ?
mp mp
—iy - [an,l}y} ) <829)
mit:
mp mnpq pgmn
an,i,w - Fz + Fz )
mp . mnpq pgmn
an,i,a: - Fz + Fz )
mp . mnpq pgmn
KmP, = Ty premn, (8.30)

Auf dhnliche Art und Weise kénnen die weiteren Matrizen des Eigenwertproblems kon-
struiert werden, was hier aber nicht weiter ausgefiihrt wird.

8.3 Betrachtete Randbedingungen

Die hier zunéchst allgemeingiiltig beschriebene Methodik nach dem Ritz-Verfahren wur-

de fiir die vier Falle der Abb. 8.2 unter der Lastfallkombination der Abb. 8.1 konkret
weiterentwickelt. Die vier Falle sind:

e Fall 1: Allseitig gelenkig gelagertes Laminat mit elastischen Randeinspannungen an
den Stellen y = 0 (Federsteifigkeit k;) und y = b (Federsteifigkeit k),

e Fall 2: Zwei gelenkig gelagerte Riander bei x = 0 und x = a, zwei ideal-starr einge-
spannte Rénder bei y =0 und y = b,

e Fall 3: Zwei gelenkig gelagerte Rénder bei x = 0 und =z = a, ein elastisch einge-
spannter Rand bei y = 0 (Federsteifigkeit k), ein freier Rand bei y = b,

e Fall 4: Zwei gelenkig gelagerte Rénder bei x = 0 und = = a, ein ideal-starr einge-
spannter Rand bei y = 0, ein freier Rand bei y = b.

Diese vier Grundfille werden an spéterer Stelle weiter verwendet werden zur lokalen und
interaktiven Beulanalyse ganzer Trégerquerschnitte (Kapitel 9).
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Abb. 8.2: Betrachtete Arten von Randbedingungen.

8.3.1 Ansatzfunktionen fiir Fall 1

Fiir Fall 1 werden die folgenden Ansatzfunktionen verwendet:

wy = Z: i\/lzn ) WonWim (z)way, ()

= Zm M ZZ iVWmn sin (m ) sin <n7ry) ,
e = > Z - * Xuntloim ()20 (0)

— Z j X,pm COS <m )sm (mry> ,

77by = Z:;l Zn J }/;nnwylrrb ( )77Z)y2” ( )
— Z:Ziw Zzziv Y n sin (m;rx) cos (%) .

(8.31)

8.3.2 Ansatzfunktionen fiir Fall 2

Fiir Fall 2 haben sich die folgenden Ansatzfunktionen als zweckméfig erwiesen:

Wy = Z::i\/l ZZ:?{ Wmnwlm (x)w2n (y)
S Wsin (P foos (L) o (DT
Yo = Z:f Z”_ Xonntborm ()22 (9)

X (7)o () e (D]
b o= S ZZ;’ Vi (2)yin (3) |
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= S S i () [eos () e ().

(8.32)
8.3.3 Ansatzfunktionen fiir Fall 3
Fall 3 verwendet die folgenden Ansétze:
m=M n=N n
- Zm:l Zn:l Wmn St (m:zm:) (%) ’
m=K n="L
% = Zm:l el an'lvalm (l‘)waﬂn (y)
= SN Kueos (M) (3)
¢y - Z m Zn JYmnwy1m< >¢y2n (y)
n=N n—1
- Zm 1 Zn— mnSIH (m;rx> %)
(8.33)

8.3.4 Ansatzfunktionen fiir Fall 4

Fiir Fall 4 schliellich erweisen sich die folgenden Ansatzfunktionen als zweckdienlich:

wy = Zm . Zn ) Wmnwlm (2)wan (y)

(
v, = Z::{ Z:f XonnWarm (2)Vz2n (y)
(

b= S T Yty (2 (9)

n=1

- e ()

(8.34)

Die Resultanten (8.11) sowie (8.15) und (8.20) fiir die Fille 1-4 sind im Anhang 8.A

konkret ausgewertet angegeben.

8.4 Das Ritz-Verfahren nach TSDT

Eine Beulanalyse mittels FSDT birgt immer das 'zuféllige’ Element des Schubkorrektur-
faktors K. Es existieren verschiedene Moglichkeiten, den Schubkorrekturfaktor zu ermit-
teln, so dass eine Berechnung nach FSDT stets eine gewisse Beliebigkeit mit sich bringt.
Die Schubdeformationstheorie 3. Ordnung (TSDT) umgeht diese Beliebigkeit, indem sie
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auf einem physikalisch einwandfrei diskutierbaren Verschiebungsfeld basiert und damit
auch auf die zu erwartenden Verldufe der Verzerrungen und Spannungen iiber die La-
minatdicke fithrt. Aus diesem Grund werden alle weiteren Ausfithrungen auf der TSDT
basieren, und die nachfolgend dargelegten Herleitungen bilden die Grundlage fiir die Aus-
fithrungen des Kapitels 9.

Untersucht wird erneut die Situation der Abb. 8.1 sowie die daraus ableitbaren Falle 1-4
der Abb. 8.2. Da die Freiheitsgrade im Rahmen der TSDT mit denjenigen nach der FSDT
identisch sind, konnen vielerlei Aspekte der Vorgehensweise direkt aus dem Ritz-Verfahren
nach der FSDT fiir die TSDT iibernommen werden.

Das Konstitutivgesetz fiir ein Laminat nach der TSDT lautet:

88&
NO %A?l
ou N ov
e 20 Y o
Ny 9
M %,
MY B D E 0 0 Vo
P, |=| E£EF H 0 0 57 | B T T |
00 0 As D 4 (o9 9w
2
sz Q Q Q & 2 _% <86¢;f +83;Z)2y _'_221_15;)
Qy W, + dwo
Q 4
Py + dwg
Ry . z 8968
Rx Y <77Dy + %;)
4

—r (e + 52)
(8.35)

wobei wir hier symmetrische, aber beliebig aufgebaute Laminate voraussetzen wollen, so

dass B;; = 0 und E;; = 0 gilt.

Das innere Potential II; eines Laminats im Rahmen der TSDT lautet ganz allgemein:

1 1
II, = 5 / oijei;dV = 5 / (OwwEaz + OyyCyy + TuyVay + TazYor + TyzYy2) dV.  (8.36)
1% 1%

Mittels der kinematischen Beziehungen bzgl. des infinitesimalen Verzerrungstensors und
nach Integration beziiglich der Dickenrichtung z ergibt sich:

1 b a 0 8u0 0 0"00 0 8“0 81)0
=5/ [Nm%”wa—y”w oy o
Oy oY O, O
MO MO e’} MO e’}
+ ”ax+ yy8y+ zy<8y+8x
ZJLP:L,Qj (%ﬂx " 82’(1)0 _ 4Pyy 81@ i 6211]0 _ 4Pmy 8waz + 81/1y + 28211)0
3t2 \ Ox 0x? 3t2 \ Oy 0y? 3t2 \ Jy ox 0x0y
8w0 aw(]

TR (wy + 38—7“';) - % <wx + %)1 dzdy. (8.37)

t2
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Mit B;; = 0 und E;; = 0 erhalten wir nach Einsetzen des Konstitutivgesetzes:

B awz awx awy (2% 2 by (O Oy

3% (3% 3%) ' Dy (3% 3% L9020y | 0%y (9%)

oy \ Oy + ox oy Oy Oy Ox Ox Ox

8 O \> 0w O, 8 b, 82w O,
~ gpfu [(0_) N (a—y T oy

8 D*wo Yy, D*wo Y, 8% 0,
—Fis + + 2
3t2 0x? Oy oy? Oz ox Oy

8 [0%wy (O, O 8¢ Pwy O, O
_ °r T y T T y
32710 | o2 <3y - oz ) 2 Oz <8x6y * Jy * Oz >]
8 [Pwy (O, O, Oy ((DPwy Y, Oy,
- @F%:@gﬂ <8y+8x) +28y (8x8y+8y+8x)}
8 0 \* (00N, (Ode | Oy OPu D0 OY
— Fee ( ) + (—y) +2 + =2 +2 .
3t2 dy ox

Jy Oxr ) 0xdy Oy Ox
16 o, Pwe\® 16 b, 2w\’
2 fahal < N Wit}

* 9¢4 11( Ox * 8932) * 9t 7\ oy * 0y?

gH 81% 8¢y 8211)0 8wy 8211}0 awx 82’11]0 82?1)0

ot4 ox Oy 0x? Oy oy? Ox ox? Oy?

32 o1, o,  Puwe\] [0ds . Puwe O,
— |H + H. 2

+ 9t4[16<8 +6x2) 26(8y+8y2 oy | “omoy T Oz
16 oy O, Puwy [ Pwo e O,

ad ) 4y

gy (63/ * 8:1:) * Jyox \ Oydx * dy * ox

8w0 8w0 2
+ Ap (¢y+a—y> + Ass (Mri—%)

Oy Owyp Jwgy Owy
+ 2Ayu5 [¢x¢y or 77Z)y T dy Vo F or Oy :|

8 wo\ 2 8 ) w2
- t_2D44 (l% + _y> o) Dss (wx + %)

16 (9w0 3w0 Bwo awo
— —Dys (%ﬂﬁx —?/Jy + a—y% + 8_3/%)

t2
16 owe\? 16 Owo \ 2
+ —2F44 (1/1y + _03/ ) + t_4F55 (%g + e )

32

8w0 8w0 811)0 811)0
+ —F45 (%:1% 1/) + a—y@% + %a_y) } dxdy. (8.38)

Das duBere Potential I1, bliebt gegeniiber (8.6) unverandert und lautet:

m g [ P (Ge) e () ot (52) (i) | s

(8.39)
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Auch die Federenergie kann unveréndert mit (8.8) iibernommen werden:

1 — %/0“ {kl (wy\yo>2+kT (z/;y\yb)Q] dz. (8.40)

Das Ritz-Verfahren nach TSDT arbeitet mit identischen Ansétzen fiir die Beulfreiheits-
grade, wie sie schon im Rahmen der FSDT verwendet wurden, d.h. es wird die folgende
Approximation verwendet:

wy = Zm 1 W mnWim (T)Wap (Y)

n=1

% - Zm 1 Zn Lanwxlm( )¢x2n( )7
Yy = Z: iz Yo Wyim () Vyan (v) - (8.41)

Auch hier werden wieder Integralresultanten der Ansatzfunktionen eingefiihrt wie folgt:

“ azwxlm aijl
K /0 oxt  OxJ dz,
“ alwxlm ajw 1
02 = [ ZYem T¥y1p
* /0 ozt Oxd 4z,
¢ 8% 1m 3j¢ 1
3 _ Y ylilp
€ = /0 IS

@ 8iw1m 8jw1p

@ = o On Ow a,
2 = [ Tt
W= 85? aaﬁimd
P 0" yan D1y
Ay = [ ;yfqdy’
b ai j
b 9ty O
AL b Oway, I w,
K o Oyt Oyl 7
b Girug, O
A?j = /0 ;;3 %d%
NS = Ob a;;?"ajaL;]dy. (8.42)

Zusétzlich werden die folgenden Abkiirzungen verwendet:

1
TR — (D QL AL + DesQlAL) + DigQl AL,

2
4 8 4
— g Ak — g5 Feiods — o

72 — FesQo AL



Das Ritz-Verfahren nach TSDT 243

8 16 8

+ @HllQhAéo + WHinoA(ln + WH%QéoAh
1 8 4
+ §A55Q(1]0A(1JO + — = F55Q Atl)o 2 D55Q Aooa
» 1
Fi] U 5 (DQQngA% —+ DGGQi{)lAgO) + DQGQ%A(%I
4 3 8 3 A3 4
8 16 8
+ 9h4 o Hoo0 AT + e o Has 01870 + + o o Hes11 85,
4 8
+ §A44930A30 = — DA + = 5 Fua$2%0 A%,

Fflij = D3 AS + DisQAd + Do AT
] 8

+  Dge2, Ay — %FHQ%OA& 3h2F16Q AL
8 8 16
- 5 — FpsQ2, A% — 3 hQF%Q A+ 9h4H129 WAL
16 16 16
+ o — Hy Q% AL, + o — Hys Q2 A + o — HsQ2 A2
8 16
mnmn 8 6
I = 9h4H11§2 2Agy + 9h4H12Q WAL
8 32 32
+ o —— Hyy{25, A%, + 9h2 — HyQ5, AT, + WH%Q&A@H
32
+ oo — HesQ1, A7, + —A449610A111 + A QA
1 4 8
+ §A559%1A30 02 — DAY, — 52 — DusQ3AG,
8 16 8 4
Fi J - 3h2F12QgOA81 3h2F22Q Agl
4 5 4 5 8 5
8 16 16
16 32 16
+ o —— H1605, A + e — Hs0, A7, + WH%Q&A%
32 8
+ 9h4H66Q (AL + A5, A% — x — Dy A%,
— ED Q2 A2 +16F Q A5 +16F Q A5 + A2 A?
2 4592102200 Ba 44 10 B4 45 00 4594102200
mn 4 8
L M= 3h2F12981Ago 3h2F16QE151A?0
4 6 8 6 A6 6 6
16 16 32
+ 9h4H12981Ago 9h4H16ngA81 9h4H169?1A(150
16 32

+ H26Q WAS +

o Hes00 AT, + Ais QA

9nt
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8 16

+ A QA% — 12 75 Das QAT + 1A = FusQ0 AT,
16 4 4
+ HF%Q?OASO - WFHQ%ASO 2 5 F16Q25,A0, —

Damit liasst sich das innere Potential II; anschreiben als:

m=K n=L p=K q=L

D) 3) 9) LIS

m=1 n=1 p=1 g=1
m=In=J p=I q=J

1j1J
2D 2> Yool
m=1 n=1 p=1 ¢=1
m=K n=L p=I qg=J

22 2 ) KVl

m=1 n=1 p=1 ¢g=1
m=M n=N p=M q=N

+ YN SN W Wy

m=1 n=1 p=1 ¢=1
m=M n=N p=I q=J

t 22 2D WYl

m=1 n=1 p=1 ¢g=1
m=M n=N p=K q=L

+ DTN W Xl

m=1 n=1 p=1 ¢g=1

Mit der zusétzlichen Abkiirzung

b
ng _
00 — / WopWagydy
0

geht das duflere Potential II, iiber in folgende Form:

m=M n=N p=M q=N

NO 4
Ha = ZZZZWm"W [ b )QHQ

m=1 n= =1
NQ m=M n=N p=M q
- = W Wy Qo0
2 mn'¥pqg-t00—11
m=1 n=1 p=1 ¢g=1
m=M n=N p=M q=
0 E 4 4
m=1 n=1 p=1 ¢=1

Fiihren wir auflerdem noch die Abkiirzungen

(I)ﬁl = wy2nwy2q |y:0>

@Til = wy?n@b?ﬂq |y=b

ein, dann erhalten wir mit

1
LYY = STo? (k@i + k,OF)

8

D5y A,

(8.43)

(8.44)

(8.45)

4
A00

(8.46)

(8.47)

(8.48)
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fiir die Federenergie I1,:

I, = Yo Ypg 9% (8.49)

m=

H
3
Il
—_
=3
I
—
[}
Il
—

Fiir die Félle 1-4 der Abb. 8.2 unter Beriicksichtigung der Lastfallkombination der Abb. 8.1
werden identische Ansatzfunktionen wie bereits im Rahmen der FSDT verwendet, d.h. die
Gl. (8.31)-(8.34) finden hier erneut Verwendung. Die Herleitung des Eigenwertproblems
erfolgt analog zu den Ausfithrungen zur FSDT, und die dort angegebenen Formeln haben
ebenso Giiltigkeit fiir die Berechnung nach TSDT.

Die eingefiihrten Resultanten der Ansatzfunktionen sind sédmtlich in Anhang 8.B fiir alle
vier hier betrachteten Félle detailliert angegeben.
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Kapitel 9

Lokales Beulen mittels
semi-analytischer Methoden

9.1 Einfiihrung

Die bisherigen Rechenmethoden zur lokalen Stabilitdt beruhen samtlich auf der Verwen-
dung diskreter Plattenmodelle, also dem separaten Betrachten von Flansch- und Stegplat-
ten und den darauf basierenden Plattenbeulanalysen unter Beriicksichtigung elastischer
Randeinspannungen. Sind diese Methoden vielfiltig verwendbar, so stoflen sie in einigen
Féllen durchaus an ihre Grenzen, weshalb in diesem Kapitel ein ganzheitliches Konzept
entwickelt wird. Dieses beruht darauf, die Beulmoden der Flansche und Stege im Rahmen
der Schubdeformationstheorie 3. Ordnung als Reihenentwicklungen darzustellen, wobei die
Ausfithrungen des Kapitels 8 hierfiir die Grundlage bilden, und diese dann in einem spé-
teren Schritt durch die Anwendung der Ubergangsbedingungen zwischen Flanschen und
Stegen zu vereinen. Der weitere Analyseweg besteht dann in der konsequenten Anwen-
dung des Ritz-Verfahrens, d.h. der Betrachtung des Energichaushalts des lokal gebeulten
Stabes und der Herleitung und numerischen Losung des zugehorigen Eigenwertproblems.
Es wird sich zeigen, dass diese Methode nicht nur hochgenaue Ergebnisse im Vergleich
mit begleitenden FEM-Simulationen liefert, sondern rein numerische Berechnungen um
ganze Groflenordnungen beziiglich des Analyseaufwands tibertrifft. Die hier dargestellte
Analysemethode wird fiir doppeltsymmetrische [-Triager unter zentrischem Druck herge-
leitet, lasst sich aber prinzipiell auf beliebige Querschnittsformen iibertragen, was hier
aber ohne weitere Darstellung bleibt.

9.2 Analysemethode

9.2.1 Ansatzfunktionen

Wir betrachten einen doppeltsymmetrischen I-Tréger (Lénge a) unter einachsiger und
zentrisch angreifender Drucklast, die sich gleichmiiflig in Form eines Kraftflusses N2 auf
simtliche Segmente des Faserverbund-Trégers verteilt. Es wird hier der Einfachheit halber
angenommen, dass Steg und Flansche aus identischen Laminaten aufgebaut sind. Die vier
identischen Flanschlaminate weisen die Breite b auf, der Steg habe die Hohe h. Es sei
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hier vorausgesetzt, dass alle Laminate symmetrische Aufbauten aufweisen, aber ansonsten
beliebige und vor allem nicht-orthotrope Layups haben konnen.

Nach den bisher gesammelten Erfahrungen im Rahmen der diskreten Plattenanalyse kann
festgehalten werden, dass das Beulverhalten des Steg-Laminats durch zwei Grenzfille
ausgezeichnet wird (Abb. 9.1). Der untere Grenzfall ist ein Steg-Laminat, das an allen
vier Rédndern gelenkig gelagert ist (Abb. 9.1, links), wohingegen der obere Grenzfall durch
ein Laminat ausgezeichnet wird, das an den unbelasteten Réndern fest eingespannt ist
(Abb. 9.1, rechts). Fiir das allseitig gelenkig gelagerte Steg-Laminat (abgekiirzt mit ’ss’)

Abb. 9.1: Grenzfdlle fir das Steg-Laminat: allseitige gelenkige Lagerung (links), feste Ein-
spannung der unbelasteten Rdander (rechts).

wird die folgende Reihenentwicklung fiir die Beulfreiheitsgrade angenommen:
s m=M?* n=N** ss Ss
Wy = Zm 1 Z Wonwin, (2)wsy (y)
m= MSS n= NSS
= Z Z W2 sin (mmc) sin <n7ry) ,
m=1 n=1 a h
m=K?5° n=L"%
wz = Z Zn 1 an a:lm(x) x2n(y)
(nwy)
h )

— Z Z:_LW X5 cos (m;r:c) sin
AR DD DI St Mo 1N ()
= Z: i Zn = Y29 sin (m;m) cos (n_zy) . (9.1)

Die Ansatzfunktionen wi}, (), ¥35,,, Yy (), w35, (y), ¥35,(y), ¥y5,(y) werden gegenwirtig
in Form von einfachen trigonometrischen Funktionen entwickelt (s. dazu auch Kapitel 8),
die die gegebenen geometrischen Randbedingungen erfiillen. Die Gréen W' . X% | Y5

sind die eingangs unbekannten Ansatzkoeffizienten. Die Ansatzgrade werden durch die
ganzen Zahlen M® N*° K% L*° [° und J*° beschrieben.

Auf dhnliche Art und Weise wird die Beulform des eingespannten Steg-Laminats entwickelt
(abgekiirzt als ’fc’. s. dazu ebenfalls Kapitel 8):

=M/e

wgc B Zm 1 Zn 1 ch wlm(x>wg7§(y)
S i () fon (U5 o (G D)),
m=Kfe n—
. Z . Xfc Tlm( )waﬂn(y)

wlfo =
TS s o () [eo (0 s (2D
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m=I7f¢

ple = SIS gt @t )
() o (222) (250

(9.2)

Das tatsdchliche Beulverhalten wird sich stets zwischen den beiden so beschriebenen
Grenzfillen bewegen, so dass die beiden Reihenentwicklungen (9.1) und (9.2) aufaddiert
werden und damit die Beulform des Steg-Laminats beschreiben:

wy = wi +wl
Ve = T YL
Py = U+l (9.3)

Ganz dhnlich werden die Reihenentwicklungen fiir das Flansch-Laminat aufgestellt (s.
dazu auch die Ausfithrungen in Kapitel 8). Fiir das gelenkig gelagerte Flansch-Laminat
(Abb. 9.2, links) gelte:

D DD DI AT A BT A0)
DD M . Wi (50) (5)

w;s _ Zm K*®s Zn 1 Xss wjfm x)wjjn(gﬁ

» (
m=K n=L5%% n
T e (M) (1)
n= 1 a b
m= ISS
= Y Y, @, )
—]ss Jss ) mmT y n
= Vonsin (220) (4)" 9.4
S S i () (4 o
Fiir das Flansch-Laminat mit einem eingespannten unbelasteten Rand (Abb. 9.2, rechts)
wird folgende Reihenentwicklung vorgesehen:

n=N/fc
ST Wl k)

n+1
)
+1
)

m=M7Sc

wl® = Zm )
= 3 S0 Wi (M) (5)
olr = YOS X s @l )
= S e (M) (3)'
D DD DU T T )
Y () () o9

Wie auch beim Steg-Laminat werden die beiden Reihenentwicklungen (9.4) und (9.5)
aufaddiert (s. Gl (9.3)).

9.2.2 Energieformulierung

Das nachfolgend dargestellte Rechenverfahren nutzt die Ritz-Methode in Verbindung mit
dem Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials II des lokal gebeulten Tra-
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Abb. 9.2: Grenzfille fir das Flansch-Laminat: dreiseitige gelenkige Lagerung (links), feste
Finspannung des unbelasteten Randes bei y = 0 (rechts).

gers. Das elastische Gesamtpotential IT besteht dabei zunéichst aus zwei Anteilen, némlich
dem inneren Potential II; und dem &dufleren Potential II,.

Das innere Potential II; sowohl des Steg-Laminats als auch der Flansch-Laminate lautet
ganz allgemein:

1 1
II; = 5 / O'ijgijdv = § / (O-xmgl'x + OyyEyy + TayVay + TazVaz + Tyz'yyz) av'. (96)
14 14

Mit Hilfe der kinematischen Beziehungen bzgl. des infinitesimalen Verzerrungstensors und
nach Durchfiihren der Integration hinsichtlich der Dickenrichtung z erhalten wir daraus:

. 8u0 081)0 0 auo (%0
- //[a NG, 0 (ay+ax>

0y oY O, O
0 0o YWy 0 Oy
+ M“a +Myya + M <8y+ax)

ggx a¢x Wo 4Pyy a¢y aQwO 4Pmy 8¢x a¢y aQUJO
3252 (Bx + 6$2) 3t2 \ Oy + 0y? 3t? dy + ox +28x8y
ow
Q5 )+Qx(wx+—0)
dy ox
4R ow ow
+ (% yo) (wx ;)} dady, (9.7)

wobei die Grofle [ im Falle des Steges den Wert [ = h bzw. im Falle des Flansches den Wert
[ = b annimmt. Einsetzen des Konstitutivgesetzes nach der Schubdeformationstheorie 3.

Ordnung unter Beriicksichtigung der Symmetrie der Lamimate (was auf B;; = 0 und
E;; = 0 fithrt) ergibt dann:

B O, Db, O, o, \” Ny (O, OV,
-2 [ { () wap 20 (200" 2 (2 O
oy, (O, O, 0o OO Oy Oty DU
0y<8y+8x)+D66(3y oy 2 oy 8x+8x 830)

8 87vbac ? 82wO a¢x 8 8% U)() awy
B ﬁF[(a) "o or | 32l (a—y "o oy
L8 (Pwdn, | Pugdb. 00,0,

36272\ 9a2 dy oy? Oz ox 0Oy
8 F {82100 <8¢£ (9%) 4+ 92 3% ((9sz I a¢z 4 awy)}

32| 92 \ oy T o or \ozoy oy oz
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8 [02100 (awx . awy) Lo <a2w0 L awy)]

3270 dy? \ Oy ox Jdy \Oxdy Oy ox
8 0 \* (00N, (Oe | Oy Pun O O
— Fe | [ =2 ] 2
327 % [( Gy) * < ox * dy * Oxr ) 0x0y 2 Oy Ox
16 Ny 0*wy\® 16 O, 0wy’
i @HH<%+ axz) o2\ 5, T g
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Einsetzen der Ansatzfunktionen fiir die Steg- und Flansch-Laminate fiihrt dann auf einen
Ausdruck, der recht umfangreich ausfillt. Aus Griinden der besseren Lesbarkeit ist dieser
im Anhang 9.A im Detail dargestellt.

Das Potential TI, der aufgebrachten Belastung NY  lautet sowohl fiir das Steg-Laminat
als auch fiir die Flansch-Laminate:

:—_{//) (?%)dm% (9.9)

worin die Groflie A ein Lastmultiplikator ist, der angibt, in welcher Hohe die Belastung
gesteigert werden kann, bevor lokales Tragerbeulen eintritt. Der Lastmultiplikator A ist das
eigentliche Ziel der Berechnungen. Das duflere Potential I, ist fiir eine bessere Lesbarkeit
dieses Kapitels im Anhang 9.B ausfiihrlich dargestellt.

Das elastische Gesamtpotential II des lokale gebeulten Tréagers ergibt sich aus der Summe
der beiden Anteile IT; und II,:

I = I1; + 1, (9.10)



252 LOKALES BEULEN MITTELS SEMI-ANALYTISCHER METHODEN

wobei beide Anteile II; und II, aus Anteilen des Steg-Laminats und der Flansch-Laminate
bestehen:

Hi = z Steg + E :Hz Flansch>

Ha = a Steg + Z Ha Flansch* (911)

Die hochgestellten Indices 1, 2, ..., 5 zeigen dabei die Nummer des betrachteten Segments
an (vgl. auch Abb. 9.3). Die Auswertung der Integrale der Ansatzfunktionen fiir Steg und
Flansche ist ausfiihrlich in den Anhéngen 9.C, 9.D und 9.E gezeigt.

Der Beulbeginn wird durch indifferentes Gleichgewicht ausgezeichnet. In diesem Zustand
nimmt das elastische Gesamtpotential II ein Minimum an, was gleichbedeutend mit der
folgenden Forderung nach dem Verschwinden der ersten Variation von II ist:

ST =0. (9.12)

Da die mathematische Form der Beulmoden bereits vollstdndig durch die gewéhlten An-
satzfunktionen festgelegt wurde, sind die einzigen Gréflen, die iiberhaupt noch einer Va-
riation zugénglich sind, die Koeffizienten W,,.,,; Xyun, Yimn. Der Variationsausdruck (9.12)
geht damit in die sog. Ritzschen Gleichungen iiber:

oIl oIl oIl

A et S (9.13)

Auswerten fithrt auf ein lineares Eigenwertproblem der folgenden Form:
K, — A | W =0 (9.14)

Hierin ist K die sog. Steifigkeitsmatrix, und K ist die sog. geometrische Steifigkeits-
matrix. Der Lastmultlphkator X stellt dann den Elgenwert dar, wohingegen der Vektor
W den zugehorigen Eigenvektor auszeichnet. Die Belegung der Matrizen K . und K st
detailliert im Anhang 9.F gezeigt. B

Das Eigenwertproblem (9.14) erfordert eine numerische Auswertung, was schnell und ef-
fizient mit Hilfe eines beliebigen Mathematik-Programmpakets erfolgen kann.

9.2.3 Ubergangsbedingungen

Bislang wurden die Ansétze zur Beschreibung der Beulmoden sowie die entsprechenden
Beitriage zum elastischen Gesamtpotential jeweils separat fiir das Steg-Laminat und die
Flansch-Laminate betrachtet. Diese miissen nun durch geeignete Ubergangsbedingungen
miteinander kombiniert werden, um zu einer Rechenmethode fiir das lokale Beulen eines
Tréagers unter zentrischem Druck zu gelangen. Zu diesem Zweck werden lokale Umlaufach-
sen $i, Sg, ..., S5 wie in Abb. 9.3 gezeigt eingefiihrt. Fiir den Fall des doppelt symmetrischen
I-Triigers gelten dann die folgenden Ubergangsbedingungen:

Yy1(51=0) = ¢, ,,(s2=0),
Y1 (51 =0) Yy 3 (s3=0),
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Abb. 9.3: Lokale Umlaufachsen s, Sa, ..., Ss.

wy,l (Sl = h) = wy,4 <S4 = 0) )
¢y,1 (s1="h) = ¢y,5 (s5 =0),
Vya(s1=0) = =1, (s1=h). (9.15)

Diese Bedingungen lassen sich mit den gewéhlten Ansétzen jedoch nicht exakt erfiillen, so
dass eine punktweise Formulierung gewihlt wird, bei der die Ubergangsbedingungen an
einer beliebigen Anzahl von Stiitzstellen ausgewertet und mittels Langrangescher Multi-
plikatoren in das elastische Potential II mit einfliefen.

Sei f (x) eine Funktion des Vektors z, wobei x4, z3, ..., z, die sog. Designvariablen seien.
Es werde das Minimum der Funktion f (z) gesucht, so dass fiir z = 2* gilt: f (z*) = Min.
Der Vektor x unterliege zudem insgesamt ¢ Gleichheitsrestriktionen hy (x), so dass:

hi(z) =0, k=1,.,q. (9.16)

Damit ist die sog. Lagrangesche Funktion mit durch Lagrangesche Multiplikatoren ge-
wichtete Gleichheitsrestriktionen zu betrachten:

L(z,y) = f(z)+ i’mhk (z); (9.17)

Die Lagrangesche Funktion L (g, ’l) nimmt einen Stationdrwert an, wenn die Optimalvek-
toren z* und 7* vorliegen:

OL(z"y") _ of

k=q
(z") Ohy, (7) :
= — — = =1,2,..
6ﬂfi axl + kz:; Yk 8372 0 ? y Ly eeey Ty
oL ot
oL (z",7") — hp(2) =0 k=1,2..q. (9.18)
Ok

Angewandt auf das vorliegende Beulproblem entspricht die Funktion f (z) genau dem
elastischen Gesamtpotential, also:

f(z) =1L + I,. (9.19)

Der zusitzlich auftretende Term in (9.17), der die Gleichheitsrestriktionen beinhaltet,
kann dann als ein weiterer Anteil in Il aufgefasst werden, den wir als II. bezeichnen
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wollen (c aus dem englischen Begriff ’constraint’ fiir eine Restriktion):

k=5
e =Y whi (), (9.20)
k=1
so dass:
IT = II; + 11, + 11, (9.21)
wobei:

. = m [wy,l (s1=0) — %,2 (52 = 0)} + 72 [wyg (s1=10) — wy,s (3= O)}
+ — Py (84 = 0)} + Y4 [¢y,1 (51 ="h) =5 (s5 = 0)}
+ %5 (W1 (51 =0) + 1y (51 = h)] (9.22)

)
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Gegenwiirtig wird eine punktweise Auswertung der Ubergangsbedingungen herangezogen.

Hierzu wird die Tréagerlinge a in eine Anzahl P &quidistanter Intervalle der Lénge &

aufgeteilt. Dadurch entstehen insgesamt P — 1 Stiitzstellen bei 1 = By Ty = P, WIp_1 =
(P Pl an denen die Auswertung der Ubergangsbedingungen durchgefiihrt wird. Es ergibt
sich:
p=P—-1
e = {1 [y (&= B, 51 = 0) — b, 5 (v = 22,55 = 0)]
p=1

+ T2,p [wy,l (:C = %751 = O) - wy’g (:C == %753 = O)i|

+ sy [y (T =551 = h) =, (v =B, 54 = 0)]

b [0 (0= By = ) =t (0= B35 = 0)

+ 75P[wy,l (:C:%’Slzo)_'_wyl (x:%aslzh)]}' (923)

Das gegenwirtige Minimierungsproblem beinhaltet daher insgesamt 5(P—1) Lagrangesche
Multiplikatoren vip,...,7sp, die in dem Eigenvektor W als zusétzliche Unbekannte auftreten.
Das Eigenwertproblem, das das lokale Beulen beschreibt, muss daher erweitert werden zu:

K +K —AK | W=, (9.24)
K+ E K]

wobei die Matrix K die Beitrdge aus den Gleichheitsrestriktionen beinhaltet. Hierzu
finden sich in Anhang 9.F weitere Ausfithrungen.

9.3 Ergebnisse und Diskussion

9.3.1 Konvergenzanalyse

Um die grundlegenden Eigenschaften der hier entwickelten Rechenmethode zu illustrie-
ren, werden drei aus [136] entnommene doppelt-symmetrische I-Tréger mit orthotropen
Lagenaufbauten betrachtet. Die zugrundeliegenden elastischen Eigenschaften der Einzel-
schichten fiir einen typischen kohlenstofffaserverstirkten Kunststoff lauten in allen Fal-
len E11 = 155000MP&, E22 = 10000MP&, G12 = Glg = 4500MP3, G23 = 3700MP&,
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v = 0,35, und alle betrachteten Querschnitte weisen die Steghohe h = 100mm auf.
[-Trager 1 weist in Steg und Flanschen insg. 73 Schichten mit einer Gesamtdicke von
t = 9,125mm auf, der Lagenaufbau lautet [(90/0):5/90/(0/90),g]. I-Tréiger 2 besteht in
Flanschen und Steg aus 98 Schichten mit der Gesamtdicke ¢ = 12, 25mm und dem Lagen-
aufbau [(90/0)24/90]s, und I-Tréger 3 weist 130 Schichten (Gesamtdicke ¢ = 16, 25mm,
Layup [(90/0)32/90]s) auf.

Es wird zunéchst das Verhalten der Beullosung beziiglich der Anzahl P — 1 der Stiitzstel-
len iiber die Trigerlinge a zur Auswertung der Ubergangsbedingungen betrachtet. Abb.
9.4 zeigt Ergebnisse fiir die Beullast N0 des I-Tréigers 1, aufgetragen iiber die Triigerlin-
ge a. Gezeigt sind hier die Ergebnisse fiir P — 1 = 4,5,6,7 Stiitzstellen. Die Ergebnisse

Abb. 9.4: Beullast N?_ fiir I-Triger 1, aufgetragen tiber die Trigerlinge a, fiir verschiedene
Anzahlen P — 1 von Stitzstellen (h=100mm, b=40mm).

zeigen, dass es von grofler Wichtigkeit ist, eine hinreichende Anzahl von Stiitzstellen an-
zuordnen, um sinnhaltige Ergebnisse zu erlangen. Fiir das gegebene lokale Beulproblem
sind typische sog. Girlandenkurven N2 (a) zu erwarten, die fiir sehr kurze Trigerlingen
a sehr hohe Werte aufzeigen, wohingegen die lokalen Maxima der Girlandenkurven mit
steigender Trégerlinge immer mehr abflachen und sich die Kurven fiir sehr hohe Tréger-
langen a einem asymptotischen Grenzwert annidhern. Dies ldsst angesichts der Ergebnisse
der Abb. 9.4 den Schluss zu, dass eine nicht hinreichende Anzahl P — 1 von Stiitzstellen
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das System rechnerisch ’zu weich’ abbildet, wodurch die Ubergangsbedingungen nur un-
zureichend Einfluss finden, wenn eine gewisse Tragerliange a iiberschritten wird und die
Beulkurven N? (a) schlagartig abfallen. Fiir den hier exemplarisch betrachteten I-Triiger
1 reichten bereits P — 1 = 7 Stiitzstellen aus, um fiir alle betrachteten Tragerlangen a
eine stichhaltige Beulkurve zu generieren. Ahnliche Ergebnisse ergaben sich auch fiir alle
anderen betrachteten Tragergeometrien, was hier aber ohne weitere Darstellung bleibt.

Es ist desweiteren von grofler Wichtigkeit zu betrachten, welche Ansatzgrade M, N, K,
L, I und J fiir auskonvergierte Ergebnisse fiir die Beullast N2, notwendig sind. Da die
hier betrachteten Lagenaufbauten der Laminate ideal-orthotrop sind und auch bei pra-
xisrelevanten Laminaten der Einfluss der Biege-Drill-Kopplung als sehr gering angenom-
men werden kann (selbst bei Winkelverbunden wird der Einfluss dieses Koppeleffekts in
den Hintergrund riicken) reicht beziiglich der Léngsrichtung eine einzige trigonometri-
sche Funktion mit einer klar definierten Wellenzahl zur Beschreibung des Beulmodus aus.
Das Auffinden der korrekten Terme M, K, I ist damit kein Problem der Konvergenz,
sondern wird vielmehr ausschliellich durch die geometrischen Abmessungen sowie die
Orthotropieparameter der Laminate bestimmt. Fiir alle hier betrachteten Félle reichten
M = K = I = 8 Ansatzfunktionen in allen Fillen aus. Diese Werte miissen jedoch je
nach betrachteter Tragersituation angepasst werden.

Die Ansatzgrade N, L, J, die die Anzahlen der Ansatzfunktionen in Querrichtung y
beschreiben, unterscheiden sich fiir Flansche und Steg. Konvergenzstudien beziiglich der
Flansche haben gezeigt, dass bereits eine Anzahl von N = L = J = 1 ausreichend ist,
um hochgenaue Ergebnisse zu generieren. Aulerdem zeigte sich, dass die Ergebnisse sehr
schnell divergieren, sobald hohere Werte angesetzt werden, was ein typisches Verhalten
bei Beulproblemen ist, wenn Polynome zur Approximation der Beulmoden verwendet
und mehr Terme als tatsédchlich notwendig angesetzt werden. Dies entspricht also einem
reinen Kippmodus der Flansche und ist auch rein anschaulich ein stichhaltiges Ergebnis.
Beziiglich der Steg-Laminate konnte gezeigt werden, dass sich bereits mit N = L = J = 2
konvergente Ergebnisse einstellten. Dies betont bereits an dieser Stelle die grofie Effizienz
der hier entwickelten Methode.

9.3.2 Ergebnisse fiir doppelt-symmetrische I-Triger

Um die Qualitit der hier hergeleiteten Rechenmethode zu verifizieren wurden begleiten-
de FEM-Simulationen unter Verwendung des Software-Pakets Abaqus durchgefiihrt. Das
verwendete FEM-Modell mit 8-Knoten-Schalenelementen mit reduzierter Integration ist
in Abb. 9.5 dargestellt. Die Netzgiite wurde durch Konvergenzanalysen sichergestellt, was
hier aber ohne Darstellung bleibt.

Ergebnisse fiir die lokale Beullast N2 | aufgetragen iiber die Triigerlinge a, sind fiir die
[-Tréger 1, 2 und 3 in den Abb. 9.6-9.8 gezeigt. Alle hier untersuchten Trager weisen Seg-
mente mit identischen Lagenaufbauten und Dicken auf, die nicht mehr als strikt diinn-
wandig zu klassifizieren sind, was die Verwendung einer Laminattheorie hoherer Ordnung
erzwingt. Die Ergebnisse der gegenwértigen Methode sind als gestrichelte rote Linien
gezeigt, und die FEM-Ergebnisse sind als durchgehende schwarze Linien gezeigt. Die be-
reits erwdhnten Grenzfille der Steg- und Flansch-Laminate, generiert mit Hilfe des Ritz-

Verfahrens (s. Kapitel 8), sind fiir eine bessere Interpretierbarkeit der Ergebnisse ebenfalls
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Abb. 9.5: Das FEM-Modell (links) und ein typischer lokaler Beulmodus (rechts).

gezeigt. Zudem findet sich fiir jeden Fall der korrespondierende mafgebliche globale Sta-
bilitatsfall, was hier stets in einem Biegeknicken des Tragers resultierte.

Die Ergebnisse der Abb. 9.6 zeigen, dass sich fiir weite Bereiche der Trégerliange a eine
sehr gute Ubereinstimmung der FEM-Ergebnisse und der Ergebnisse nach der gegenwiéir-
tigen Methode ergibt. Dies ist ein sehr zufriedenstellendes Ergebnis, zeigt es doch die
Verliisslichkeit der hier neu entwickelten Methode. Offenbar strebt die Beullast N? (a)
fiir sehr kleine Triagerlinge a gegen unendlich, was ein erwartetes und typisches Ergeb-
nis fiir derartige Beulprobleme ist. Es ist erwdhnenswert, dass die gegenwértige Methode
auf eine kontinuierliche Beulkurve N? (a) fiihrt, wohingegen die FEM-Simulation hier
auf nicht stichhaltige Ergebnisse fiihrt. Die Beulkurve NY (a) nach der gegenwiirtigen

Abb. 9.6: Ergebnisse fir I-Triger 1 mit dem Lagenaufbau [(90/0)15/90/(0/90)1s],
b/h=0,40.

Methode weist iiber a mehrere lokale Maxima auf, die auf Anderungen des Beulmodus
hinweisen und die immer weiter abflachen, je hoher a wird. Fiir hinreichend hohe Werte
von a flacht die Kurve vollstdndig ab und n&hert sich einem asymptotischen Grenzwert
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an. Die Ergebnisse nach der FEM-Simulation folgen diesem Verlauf in weiten Teilen, je-
doch zeigt es sich, dass ab etwa a = 480mm ein signifikantes Abfallen der Beullast N2, (a)
zu beobachten ist, was durch die gegenwértige Methode jedoch nicht vorhergesagt wird.
Eine Studie der sich einstellenden numerischen Beulmoden offenbart dann auch, dass fiir
a > 480mm sowohl globale als auch lokale Moden simultan auftreten, d.h. es liegt ein
Problem der Gesamtstabilitdt vor. Dies ist durch die gegenwirtige Methode nicht abbild-
bar, was die Diskrepanzen zwischen der FEM und dem hier entwickelten Verfahren erklért.
Fiir a < 480mm hingegen prognostiziert auch die FEM ein rein lokales Beulverhalten, und
die Ubereinstimmung ist hervorragend. Es ist hier wichtig herauszustellen, dass die Beul-
last im Falle der Gesamtstabilitdt geringer ausfillt als die Verzweigungslasten, die sich bei
strikt getrennter Betrachtung der lokalen und der globalen Stabilitéit ergeben wiirden. Die
Betrachtung der Gesamtstabilitéit ist daher stets ein Gebot der Sicherheit, muss aber zu-
kiinftigen Forschungen vorbehalten bleiben. Hinsichtlich der rein lokalen Stabilitét jedoch
kann die gegenwértige Methode als verifiziert angesehen werden.

Die Ergebnisse der Abb. 9.6 beinhalten auflerdem die Grenzfille gelenkig gelagerter und
fest eingespannter Flansche und Stege. Ein herkommlicher ingenieurtechnischer Ansatz,
die lokale Beulanalyse eines Tragers durchzufiihren, wére die separate Betrachtung der
Steg- und Flansch-Laminate, iiblicherweise bei Annahme ideal gelenkiger Lagerungen.
Die kleinere der beiden sich so einstellenden Beullasten wiirde man dann fiir die Bemes-
sung des Bauteils heranziehen. Dieser Ansatz ist selbstversténdlich konservativ, nimmt er
doch hinsichtlich der Stabilitdt den kritischsten Fall an. Im Falle des Beispiels der Abb.
9.6 wére das der dreiseitig gelenkig gelagerte Flansch. Der Vergleich mit den Ergebnissen
der gegenwirtigen Methode zeigt jedoch, dass diese sehr einfache Art der Beulanalyse
unnotig konservative Ergebnisse ergibt und man damit das tatsédchliche Tragvermdgen
eines gedriickten Trégers signifikant unterschétzt. Das ist vor allem in Bereichen, in de-
nen der Leichtbau relevant ist, durchaus problematisch und zeigt noch einmal die hohe
Wichtigkeit verbesserter Analysemethoden.

SchlieBlich sollte auch der notwendige rechnerische Aufwand der Analyseverfahren er-
wahnt werden. Die FEM-Ergebnisse der Abb. 9.6 beinhalten insgesamt 50 Datenpunkte,
fiir deren Ermittlung etwa 4 Stunden Rechenzeit auf einem handelsiiblichen PC notwen-
dig waren. Die Ergebnisse nach dem gegenwirtigen Rechenverfahren hingegen beinhalten
1000 Datenpunkte, die innerhalb etwa einer Minute ermittelt wurden. Der Grofiteil der
Berechnungszeit resultiert hier natiirlich aus der Notwendigkeit der numerischen Losung
eines Eigenwertproblems. Neben der Qualitdt der Ergebnisse der gegenwartigen Methode
ist aber auch dieser offensichtliche und signifikante Vorteil bei der Berechnungszeit ein
weiteres Argument fiir die Verwendung solch einfacher Rechenansitze.

Die Abb. 9.7 und 9.8 zeigen Ergebnisse fiir die [-Trager 2 und 3. Wie schon anhand des
Triigers 1 gezeigt ergibt sich auch hier ein exzellente Ubereinstimmung der Ergebnisse
dann, wenn es sich um ein rein lokales Beulverhalten handelt. I-Tréger 3 jedoch ist ein
Beispiel fiir einen Trager, bei dem bereits recht friih ein Gesamtstabilitdtsproblem auftritt.

Dies verdeutlicht noch einmal den nach wie vor bestehenden Forschungsbedarf auf diesem
Gebiet.

Ergebnisse einer Parameterstudie fiir I-Tréger 1 mit verdnderlichem Verhéltnis b/h sind
in Abb. 9.9 gezeigt. Die gegenwértige Methode wird hier erneut mit FEM-Simulationen
verglichen. Offenbar ergibt sich hier fiir alle untersuchten Verhéltnisse b/h eine sehr gute
Ubereinstimmung fiir diejenigen Tréigerldngen, bei denen es zu einem rein lokalen Beulen
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Abb. 9.7: Ergebnisse fir I-Trdager 2 mit dem Lagenaufbau [(90/0)24/90]s, b/h=0,55.

Abb. 9.8: Ergebnisse fir I-Trager 3 mit dem Lagenaufbau [(90/0)32/90]s, b/h=0,85.

kommt. Offenbar sinkt die ertragbare Last N2, mit seigendem Verhéltnis b/h an, was
sich gut mit der damit auch sinkenden Beullast der Flansche erklaren lasst. Desweiteren
verzogert sich der Eintritt der Gesamtstabilitdt mit steigendem Verhéltnis b/h, was sich
hier aus dem damit ebenfalls ansteigenden Steiner-Anteil der Flansche und damit dem
steigenden Widerstand gegen Biegeknicken erkldren lésst.

Eine dhnliche Parameterstudie findet sich fiir I-Tréger 2 in Abb. 9.10. Die Charakteristika
der sich hier einstellenden Beulkurven sind identisch mit dem, was schon fiir Triager 1
ausgesagt wurde, so dass eine erneute Diskussion hier entfallen kann.
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Abb. 9.9: Ergebnisse fiir N°, (a) fiir I- Triger 1 fiir verschiedene Verhiltnisse b/h.

Abb. 9.10: Ergebnisse fiir N2, (a) fiir I-Triger 2 fiir verschiedene Verhdltnisse b/h.
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Kapitel 10

Zusammenfassung des erreichten
Forschungsstandes

Der erreichte Stand der Arbeiten kann wie folgt zusammengefasst werden:

e Die Thematik der globalen Stabilitidt wurde vollumfinglich erfiillt, dies sowohl fiir
Stabilitatsfalle wie Biegeknicken und Biegedrillknicken, aber auch fiir Kipperschei-
nungen. Die Untersuchungen zeigen auf, dass es moglich ist, bekannte und klassische
Berechnungsformeln auch fiir Faserverbundtriger zu verwenden, wenn die entspre-
chenden effektiven Querschnittskennwerte nach der Verbundtheorie angesetzt wer-
den.

e Das Thema des lokalen Beulens wurde auf mehreren Wegen vollumfénglich angegan-
gen. Zum einen wurden geschlossen-analytische Néherungslosungen nach der sog.
Schubdeformationstheorie 3. Ordnung hergeleitet und erfolgreich verifiziert. Zum
anderen wurden Losungen vom Lévy-Typ hergeleitet und ausgewertet. Desweite-
ren wurden semi-analytische Methoden im Rahmen des Ritz-Verfahrens hergeleitet
und implementiert. Die Arbeiten zur lokalen Stabilitdt wurden mit einem ganzheitli-
chen Verfahren, basierend auf dem Ritz-Verfahren in Verbindung mit Lagrangeschen
Multiplikatoren, abgeschlossen. Insgesamt zeigt sich hier eine sehr hohe Rechenge-
nauigkeit bei gleichzeitig niedrigem numerischen Aufwand. Die Auswahl eines Ana-
lyseverfahrens sollte in der praktischen Anwendung im Hinblick auf die erreichbare
Rechengenauigkeit einerseits und auf den zu treibenden Rechenaufwand andererseits
zweckméfig erfolgen.

e Das Themenfeld der Gesamtstabilitit konnte in diesem Vorhaben nicht mehr bear-
beitet werden. Die Bearbeitung der Thematik der lokalen Stabilitdt erwies sich als
deutlich aufwendiger als vorab vermutet. Jedoch liegen mit dem erreichten Stand
beziiglich der globalen und lokalen Stabilitit nunmehr alle Methoden vor, die fiir
die Behandlung der Gesamtstabilitdt notwendig waren. Es wird empfohlen, das The-
mengebiet der Gesamtstabilitdt in einem Folgevorhaben anzugehen.

e Die geplanten Experimente waren aus gleichen Griinden im Rahmen des gegenwiéir-
tigen Vorhabens nicht mehr durchfithrbar. Im Sinne einer sicheren Validierung der
erarbeiteten Methoden wird empfohlen, in einem Folgevorhaben die experimentelle
Validierung klar in den Vordergrund zu stellen.
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Anhang 8.A: Integralresultanten
nach FSDT

Resultanten beziiglich der x-Richtung

Die Integralresultanten 2},, Q1,, ... der Ansatzfunktionen beziiglich der z—Richtung ge-
méf (8.11) sind fiir alle vier hier betrachteten Fille von Randbedingungen identisch und

lauten:
Q= / Ya1mWe1pdx :/ cos (mwx) cos (@) dx
0 0 a a

B 1a wenn m=p
n 0 wenn m#p’
a 8 lm _ a )
o = / L@Dxlpdx =7 / sin (mms) cos <]ﬂ> dx
o Ox a Jo a a
B 0 wenn m + p = gerade
o r;ffl; wenn m + p = ungerade ’
“ a x a xrim “ . .
Ol = [ P Oleng, MIPT [ (MR g (M1 gy
o Oxr Oz a a J a a
- —m;f wenn m=p
B 0 wenn m#£p’
* * mnx x
Q(2)0 = / YoimPy1pdr = / cos ( T ) sin <pL>dx
0 0 a a
0 wenn m-+p = gerade
= 2pa ;
moy wenn m+p = ungerade
a 8 a
0, = / Vyim Yoty dr = E/ coS <m7rx> coS (Zﬂ) dx
0 Ox a J a a
B B wenn m=p
N 0 wenn m#p’
O —mm [ mmx pIE
Q2 = R 1pdr = / sin ( ) sin (—)daz
10 /0 ox Yutp a Jo a a
_ 5 wenn m=p
0 wenn m#p’

= [ O (7 [ (") s (P
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Resultanten beziiglich der y-Richtung, Fall 1

Die Integralresultanten (8.11) fiir Fall 1 nach FSDT lauten:
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A =
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(%)

b b
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B 0 wenn n+q = gerade
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Iy2n Othyo 2 7 Ty Ty
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Aus (8.20) ergibt sich:
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, = cos (0) cos (0) =1,

Y=

011 - 77Z)an |y:b¢92q
y=b
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Resultanten beziiglich der y-Richtung, Fall 2

Die Integralresultanten (8.11) fiir Fall 2 nach FSDT ergeben sich als:
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X :cos <(q - 1) 7'('%) — CoS ((q +1) W%>:| y} dy
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Naturgemif fiihrt Gl. (8.20) aufgrund der festen Randeinspannung bei y = 0 und y = b
auf verschwindende Beitrdge der Randfedern:

<I>11 - wan |y:0,¢y2q

911 - ¢y2n |y:b¢y2q

=0,

y=

=0.

y=b

Resultanten beziiglich der y-Richtung, Fall 3

Hier wird derjenige Fall beriicksichtigt, dass keinerlei elastischen Randeinspannungen vor-
liegen (k; = 0) und dass das Laminat an drei Seiten gelenkig gelagert ist. Die Integralre-
sultanten (8.11) fiir Fall 3 im Rahmen der FSDT lauten:
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Resultanten beziiglich der y-Richtung, Fall 4

Die Integralresultanten (8.11) fiir Fall 4 im Falle der FSDT ergeben:
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Gl. (8.20) entféllt hier naturgeméf aufgrund der vorliegenden Festeinspannung bei y = 0
sowie dem freien Rand bei y = b.
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Anhang 8.B: Integralresultanten
nach TSDT

Resultanten beziiglich der x-Richtung

Die Integralresultanten nach Gl. (8.42) beziiglich der z—Richtung ergeben sich im Rahmen
der TSDT als:
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wylpd:c = p_/ sin < 08 <p—)da:
ox a Jo a
wenn m+p = gerade
Zmp wenn m+p = ungerade ’
0 mm [ mmx T
/ Miﬁylpdx = —/ oS ( ) sin (p )
o Ox a Jo a a
0 wenn m+p = gerade
pzmﬁﬁ wenn m+p = ungerade ’
0 0 2 [ mmx x
Kyt ¢y1pd = mp<ﬁ> / cos ( T > cos <p_7r >
Jx Oz a’ Jo a a
mgg wenn m=mp
wenn m#p’
®  /mmwx\ . [pTx
wlmwlpdx = sin ( ) sin (—) dx
0 0 a a
1 _
5a wenn m=7p
0 wenn m#p’
ow o mnx T
1pd pr / sin ( ) oS (p_) dz
a Jo a a
wenn m+p = gerade
2 )
o wenn m+p = ungerade
W1, mm [ mmx\ . [(pPTT
——wipdr = — Cos ( ) sin <—> dx
8x a Jo a a
wenn m+p = gerade
e wenn m+p = ungerade’
4 0w1m 8w1p w2 [ mmTx
dx = mp(—) coS ( > cos <
Ox a’ Jo a
mgf wenn m=p
0 wenn m#p’
¢ Qwyy, 0%y, ™3 [ mmx
dx = —mp? (—) / cos <
835 Ox? P\ 0
aanz wenn m + p = ungerade
wenn m + p = gerade
“ 02 m2nr? /"“ . /mmx pra
——"ws,dx 5 sin ( ) sin <—
a 0 a a
wenn m=p
wenn m#p’
“02w1m D*wy, <m7r>2<p7r>2 @ (mwx
dx — ) (— sin
0x? 022 a a 0 a

I
{7
J

Jon

dx

prx

a

) do

) do



287

5
Q()0

5
QOI

5
Q10

5
Qll

5
921

6
QOO

6
Q10

6
QOI

6
Qll

= / wmawlpdx = ]E/ sin <m7m> cos (Zﬂ) dx
0 Ox a J, a a

{ 0 wenn m+p = gerade
= 2pm 3
e wenn m+p = ungerade
0w mm [ mmx\ . [(pPTT
= ——wpdr = — CoS ( > sin (—> dx
o Oz a Jo a a
B { 0 wenn m+p = gerade
- 2pm 9
o wenn m—+p = ungerade
— /a Owim —awlpdm _ prmm /a cos <m7m> cos <p_7mt> dx
o Oxr Oz a a J, a a
B wenn m#p
N m;f wenn m=p’
0w, mm\2 [* . /mrz pra
= —2w1pdx = — <—> sin < ) COS <—> dx
o Oz a 0 a a
B 0 wenn m#Dp
N %2”2 wenn m=p’
[ Cm Oy, Ty [ sin (M) cos ()
o O0x% Ox a\ a 0 a a
2m372p
_ 2md) wenn m + p = ungerade
0 wenn m + p = gerade
@ “ mmnx T
= / W1 Vg1pdx = / sin ( ) CoS (p_) dx
0 0 a a
B % wenn m + p = ungerade
N 0 wenn m + p = gerade
¢ 0w, mm ¢ mmT T
= —l%lpdz = — cos ( ) cos (p_) dx
o Oz a Jo a a
B { 0 wenn m#p
T wenn m=p’
“ o0, —pw [ . /m7Tx X
/ Yaim 4 L —— / sin < > sin <p_> dx
0 Ox a Jo a a

_2pemm wenn m + p = ungerade
0 wenn m + p = gerade
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* Qwipm, 2 [@
05, = wl ¢x1pdx (E) / sin <m7mc> cos <Zﬂ> dx
0 a 0 a a
0 wenn m + p = gerade
= 2m3w . d )
ap—m?) wenn m + p = ungerade
“ Oy 2 ‘o .
R R G L Y CCO B (e P
a a J, a a
B 0 wenn m#p
- ”;ZZS wenn m=p’

Resultanten beziiglich der y-Richtung, Fall 1

Aus Gl. (8.42) ergibt sich:

Mo = [ ety = [ ("5 s (52) ay

B %b wenn n=4gq
N 0 wenn n#+q’
Oy
Ay = /@sznw% ——/sn mry os(%)dy
B 0 wenn n+q = gerade
n n?%‘; wenn n+q  =ungerade’
AL = / Vorn O gy = (Z) / cos <@) cos <@> dy
o Oy Oy b/ Jo b b
_ % wenn n=4gq
0 wenn n#q’
b b
Ago = / Va2 Vy2qdy = / sin <@) cos (@) dy
0 0 b b
B 0 wenn n+q = gerade
- 2bn - )
- wenn n-+gq = ungerade
) o b
N} = / gy = = [ (M s (52 ay
b Jo b b
== wenn n=gq
0 wenn n#+q’
a b
A3, = / wyqu =7 / cos <@> cos (@> dy
b 0 b b
w wenn n=4gq
0 wenn n#q’
b Oyon OUyo R nwy\ . [qmTy
- [ 2 S [ () ().
. 8y a9y dy = b b, cos { —= ) sin { = Yy
wenn n+q = gerade
bé’;{i;) wenn n+q = ungerade ’
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3
A00

3
A01

3
A10

3
A11

4
A00

4
A01

4
A10

4
A11

4
A02

4
AQI

b b
nm T
sy = o () s (22)
0 0
%b wenn n=gq
0 wenn n#q’
b b
Oyaq —qr / nry\ . [qTy
"oy = (57 s (%57
/0 Vy2 oy y b ), cos ( — = ) sin { y
0 wenn n+q = gerade
(7122+q2) wenn n+q = ungerade’
b b
Oyon —-nm / . /nmy qry
=S [ (52) o (52
/0 By Yy2qdy b, sin { —= ) cos (== ) dy
0 wenn n+q = gerade
% wenn n+q  =ungerade’
b b
OVy2n Oy2q T\ 2 / _o/nTyN . [qTY
() [ ()0 (1)
/0 oy Oy y=nq( i sin ( —= ) sin (= Y
”gz wenn n=gq
wenn n#q’

/b /b . /nTyN\ . [/qTY
Wy Woqdy = sin <—> sin (—) dy
0 0 b b

%b wenn n=gq
0 wenmn n#q’

0
w2q :—/ sin nﬂy CoS (ﬂ> dy

b

b

wenn n+q = gerade
wenn n-+q = ungerade ’

-
- [
- {
[ Gty = 5 [ con (452 sin (552)
ar
-/
-
/
-1

wenn n+q = gerade
qule wenn n+q = ungerade ’
b Oway, Owa, T2 [° nmwy qmy
dy = nq cos | —= | cos | —= | dy
0 a y b 0 b b
- wenn n=gq
0 wenn n#q’
b 9 b
== (5)" [ (5 ()
Wop———dy = — sin(—=)sin|—=)d
0 b/ ), b b )Y
*" “ wenn n=gq
wenn n#q’

/ w2q aw2q dy = _(%)2%/2111 (n—zy> COs
0

qu)
—)d
( b )Y
{ wenn n-+q = gerade

2n3 q7r

P (E—n?) wenn n+q = ungerade ’
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4
A22

5
A00

5
A01

5
A10

5
A11

5
AQO

5
A21

6
A00

6
A10

6
A01

b 82w2n 6211)2(1 y —
o Oy* Oy?
0 wenn
= n47r4
T wenn

B 0 wenn n+q  gerade
B % wenn n+q ungerade ’
b b
0 _
- [ e [ () ()
B = wenn n=gq
B 0 wenn n#q’
b b
Oway, nm nmy qmy
[ [ () (52)
/0 ay ¢y2q Y b \/0' b COS b Y
_ o wenn n=gq
0 wenn n#q’
/b a71)271 awaq nmqm b <n7ry> . <q7Ty
= =——— [ cos(—)sin|—=
o Oy Oy b b Jo b b
0 wenn n+gq  gerade
- 2
bf,?zﬂ_%g) wenn n+q ungerade ’
b62w2nw J (nﬂ')Q/b . (mry) (qu
= —(— sin ( — ) cos | —=
gz b/ Jy b b
2n3m
_ b(Z—n?) wenn n + q = ungerade
0 wenn n + q = gerade
[, (22 () [ (72)s
= 3 =(—) (5 sin ( — ) sin
0 ngwgy dy b b/ Jo b
_ ez wenn n=q
0 wenmn n#q’
b b
= / W Wg2qdy = / sin (%) sin (%) dy
0 0
_ %b wenn n=gq
0 wenn n#q’
b b
Oway, nm nry\ . [qTy
[ = [ () (12):
_ 0 wenn n+q  gerade
B (qzzfiz) wenn n+q ungerade ’
T [ (M0 o ()
0 o a?/ b 0 b b
_ 0 wenn n+gq  gerade
B (nfT_“fJQ) wenn n+q ungerade ’

b b
/ ’LUgnwaQdy = / sin (
0 0

(

nm

b

n
n

V() [ (75

#q
:q7

@> oS <@> dy

b b

)

)

(

dy

dy

gmy
b

1Y gy

(%

)i
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b b
OWay, Oy T\ 2 nmy qmy
M = [ STy =na(5)” [ eos (T50) eos ()
1 o, oy y=mnaly i cos (—= ) cos (= Yy
B ‘122’;2 wenn n=4gq
B 0 wenn n#q’
b 92 b
0wy N 2 . /nTY\ . [(qTy
= [ () () ().
20 o ayQ w 2qQY b ; Sin b Sin b Y
B 0 wenn n#q
N ”;217“2 wenn n=gq’
b a2 b
O wan by nm\2qm [° . /nmy qmy
s = [ oy (YT [ () (1)
51 oy Y 2 b ), sin { —= ) cos { Yy
0 wenn n+q  gerade
= 3 2
% wenn n+gq  ungerade’

Mit (8.45) folgt:

b b
= [ty = [ s (%2) i (E22) 0
0 0 b b

B , it? wenn n=gq
S (<01 wenn nq”
Gl. (8.47) fiihrt auf:
O = Yyanl,_o¥y2q o cos(0) cos(0) =1,
09— ol - 1 wenn n+ q = gerade
T enly=erya| T~ wenn n + q = ungerade

Resultanten beziiglich der y-Richtung, Fall 2

Mit Gl. (8.42) erhalten wir:
b
A(1]0 = / wx2nw12qdy
0

- /ob {[eos (n=1)72) = cos ((n+ 1rY)]

X :cos ((q —1) W%) — CO8 ((q + 1)71'%)] } dy

( wenn n=2+q

wenn n=gq, q#1
wenn n=q—2undq>3 |,
wenn n=q=1
sonst

o wl@w“r > w|°\~

\

’ Oy
Al :/ o 22
01 01/)2 ay Y
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1
A11

2
A00

2
A10

[ {feos ) = cos ((n + )]
(- )sm( D)+ (4 D)ol vr)]

—32nq (=2 + n* + ¢*)
(24+n—-q)(n—=q@)2+n—q)(-2+n+q)2+n+q)(n+q)
wenn n+ q= ungerade,

/aw2naw2qd
o Oy Oy

[{l@-nfm(e-n)+ (0r03)in(o3)]
:((1 ~q) %) sin (g - 1) w%) + ((q +1) g) sin (g +1) W%) } } dy

([ —r*(1+¢)*
%

wennn =q+ 2

7r2<1+q2)
7 wennn = q
=n?(—l+q)® wennn = q — 2 d >3 7

2b =dq un q =

{ 0 sonst

b
/ ¢x2n¢y2qdy
0

[{lex(i=079) = om0t

:COS ((q —1) W%) — cos <(q + ) b)] } dy

( _Tb wenn n=2-4+q
b wenn n=gq, q#1
%b wenn n=q—2undq#1, ¢#2
%b wenn n=qg=1
L 0 sonst
[ 2y
0
’ y
/ { cos — cos ((n—|—1)7r—>]
0 b

)sm( )m %) + ((q—i—l)%) sin <(q+1)ﬂ%)]}dy

—32nq (—2+n* + ¢%)
(24+n—q)(n—q)2+n—q¢)2+n+q(-2+n+q)(n+q)
wenn n+ q= ungerade,

/ O — . Uy2dy

= [{lo-mG)sn(o-nm)+ (s 05 sn(one e

< feos (l@=n7g) —eos(@+ 7)o



293

2
A11

3
A00

3
AOI

3
Aty

3 _
All -

32nq(—=2+n*+ ¢?)
(—24n—-q)(n-—q)2+n-q)(=2+n+q) (n+q) (2+n+q)
wenn n + q = ungerade,

/b 8%:211 awaq dy
o Oy Oy

[{l@-nDam(eve) (on)sn(orve)]
:Ql—wg)gn«q—nw%)+(@+ﬂjg)gn«q+nw%)]}@

(=)
2b
2 (1+q2)
b

2
_”2(;;“") wennn=q—2 wenn q%# 2

L 0 sonst

wennn =q+ 2

wenn n = q

cos ((q -1) ﬂ%) — CoS ((q + 1)%%)] } dy

%b wenn n=24+q

b wenn n=gq, ¢#*1

%b wenn n=q—2undq#1, ¢q#2
5 wenn n=q=1

L 0 sonst

b 8%2(;
A "y

W
[ {fon(i=neg) x (0]
<

o0 5)nlo-058) « (+53) i ) o
—32nq (=2 + n? + ¢?)

(24n—q)(n—q)2+n—-¢q)(-24+n+q¢ 2+n+q) (n+q)
wenn n -+ q = ungerade,

b
0
/ ¢x2n ngQ dy
0 Y

[ {feos ((n - 17%) = cos ((n 12

()0 0<2) (o 07) s (0022

32nq (=2 + n? + ¢?)
(=24+n-—q@)(n=q)2+n-q)(-24+n+q 2+n+q) - (n+q)
wenn n -+ q = ungerade,

/b 3%:271 awy2q dy
o Oy Oy
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4
AOO

4
A01

4
A11 -

/Ob { [((1 —n) %) sin ((n -1) 77%) + ((n +1) g) sin ((n +1) w%) }
:(<1 —q) 7 )sin((a - 1)) + ((q +1) g) sin ((q+1)7%) } } dy

( ()

T wennn =q+ 2
m*(1+%)
5 wenn n = q
—n2(—1+q)*

5 wennn=q—2 undq>3

L 0 sonst

]Cbuunuaqdy
/Ob { [COS <(n —1) W%) — Cos ((n + 1)7?%)]

:cos ((q —1) W%) — Cos ((q + 1)77%)] } dy

(2 wenn n=2+q

wenn n=gq, q#1
{ wenn n=q—2undqg>3 |,

wenn n=q=1

o wl@e|l o

sonst

awg

f
/ { ]eos ( —cos ((n+ 1) )|
(- )sm( D)+ (e 0g) s (@ nmp) | iy

—32nq (=2 +n?+ ¢%)
(24+n-q¢(n—q¢)2+n—-q)(-2+n+q)(2+n+q)(n+q)

wenn n+ q= ungerade,
b

afw2n
——Wady
o 0y !

[ (- 07) s (0= 058 + (17 sn 1)

[cos((q—l)wr%) —cos((q+1)-7r~%>}}dy

32nq (=2 +n*+¢%)
(24+n-q)(n—q)2+n—q)(2+n+q)2+n+q)(n+q)
wenn n+ q= ungerade,

b 8w2n 8w2q

o Oy Oy i

[ {09300+ (o3 ned)

X [01—@%)an«q—nw%)+(@+4Jg>an«q+nw%>]}@
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4
A21

4
A22

5
A00

I

wennn =q—2undq>3
0 sonst

—n*(1+q)* _
- wennn = q -+ 2
b q
(

[ {fos (- 2) s 0]

i 2 2
—((q —1) %) cos ((q - 1) W%) + <(q + 1)%) cos ((q + 1)7r%>] } dy
( m2(14q9)° _
— wenn n=q-+ 2
=i wenn n=g ,
2
| % wenn n=q—2undq>3

bﬁzwgn 8w2q
o Oy* 0Oy

LA ( =05 eos (00 072) + (00 0F) eos (104 7Y
[ (o= nag)sin{ta-nmg)) e (@ neg)sin(larvr) )

64mnq ( ¢* +n? + n?¢® — 3)
P(=24+n-q) (n—q) (2+n—q) (-2+n+q) (n+q) (2+n+q)
wenn n + q = ungerade,

b@2w2n 82w2q
o Oy* Oy

/Ob { {_<(n ) %)2 cos ((n —1) w%) + ((n + 1)%)2008 ((n - 1)7r%>]

[ T\ 2 T\ 2
—((q —1) 5) cos ((q - 1) W%) + <(q + 1)6) cos ((q + 1)7r%>] } dy
p
_W42(;jq)4 wennn = q+ 2

7T4( 1+6q2+q4)

— wenn n = q ;
\ 7”4;+1) wennn=q—2undq>3

b
/ w2n¢y2qdy

0

[ oo eg) - s (02

:COS ((q —1) ﬂ%) — CoS ((q + 1)%%)] } dy

( wenn n=2-+q

wenn n=gq, ¢#*1
wenn n=q—2undq#1, ¢q#2
wenn n=q=1
sonst

w
o @]l ol L

Ve
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8w n
A?O = 2 ¢y2qdy

0

_ /Ob { [(1 ) <%> sin ((n ~ Z) + ((n +1) %) sin ((n +1) 7'('%)}

X [cos((q—l)w%)—cos((q—i—l) bﬂ}dy

32nq(—2 4+ n* + ¢*)
(24+n—-q)(n—q)2+n—q)(=2+n+q)(n+4q) (2+n+q)
wenn n + q = ungerade,

b Oy
A) = / Wop —22dy
o 0 ’ dy

= [ (-5 sm (=) + (0005 sin (04 0e)]
X [cos((q—l)w%)—cos((q—i—l) b)]}dy

—32nq (=2 + n® + ¢*)
(—24+n-q)(n—q)2+n—q)(=2+n+q)(2+n+q)(n+q)
wenn n 4+ q= ungerade,

6w2n 877[) 2
A5 = Y qd
11 oy oy
b ™ . y o\ .
= /0 { {((1 —n) E) sin ((n -1) Wg) + ((n +1) ;) sin ((n +1) 7T3> }
- T s Y T\ . y
Jo-npao-net) (aenZ) s -nep)
([ (;bJqu) wennn = q-+ 2
7T2<1+q2) B
= B — wenn n = q
_W2(;b1+€’) wennn =q— 2
\ 0 sonst
b 0%way,
Ay = 0 a—y;wwqdy

— /Ob { [_<(n —1) %)Zcos ((n — 1)7r%) + ((n+ 1)%)2008 ((n+ 1)W%)}

X :cos ((q - 1)%%) — COS <(q + 1)7?%)] } dy

( 2(1 2
(o) 2:'1) wenn n=q+2
b
72(g—1)*

% wenn n=q—2undq>3

Agl — /b 82w2n awaq
o Oy* Oy

o A B A D A

(-
< (- (- )Sm(q D7)+ (@ vmg) s (@ 0mp) ) o




6
AOO

6
A01

6
A11

6
AQO

64m2nq ( ¢* +n? + n%¢® — 3)

R(—24n—q) (n—q) (24+n—0q) (—24+n+q) (n+q) (24+n+q)
wenn n+ q = ungerade,

b
/ w2n¢x2qdy
0

[{lex(i=0e9) = om0t

:cos ((q —1) ’/T%) — cos ((q + 1)7r%>] } dy

( wenn n=2+44q

wenn n=gq, q#1
wenn n=q—2undqg>3 |,
wenn n=qg=1
sonst

w
o wlge|l ool

{ [cos <(n - 1) W%) — cos <(n +1) W%)}
[(1 —q) (%) sin ((q - 1) W%) + ((q +1) %) sin ((q +1) W%)} } dy

—32nq(—2 +n?* + ¢%)
(—24+n—-q)(n—q)2+n—q)(-2+n+q¢ (n+q) (2+n+q)
wenn n + q = ungerade,

b
Oway,
/ —2%:2(1613/
0 Xz

[Hlo-m G (o-0e) (e 5 sn (e

[cos ((q - 1) W%) — o8 ((q +1) W%>:| } dy

32nq(—2 +n? + ¢%)
(—24+n—-q¢)(n—q)2+n—q)(-2+n+q¢ (n+q) (2+n+q)
wenn n + q = ungerade,

/b awZn awz2q dy
o Oy Oy

/ob { {_ (<n —1) %) sin (<n —1) W%) " (<n 1) g) o ((n i 7T%> 1

:— (=17 )sin(@-1)77) + ((q +1) g) sin (g +1)77) } } dy

( —r(l+q)®
2
@ wennn = q

_r2(— 2 !
% wennn=q—2undq>3

L 0 sonst

b a2

a Waop

5 Vr2qdy
/0 oy

wennn = q -+ 2
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/Ob { [_(<n = %>2cos <(n _ 1)7T%) - ((n—l— 1) §>2c05 <(n+ 1)7r%> ]

cos ((q - 1) W%) — o8 ((q +1) W%) } } dy
) ]

—WZ(IZ;:‘I) wennn = q+2

2 b 2 1 ’

72 (—1+q) _

- wennn=q—2undq>3
{ 0 sonst
/b a2w2n a¢z2q

o Oy* Oy

L= 05) eos (0= 072) + (00 0F) cos (104 7Y
[ (o= nmg)sin(ta-n)) + <(<q+1>w)%> o (a4 155) )|

647nq ( ¢> +n* +n¢* — 3
?(—24+n—q) (n—q) (24+n—q) (-24+n+q) (n+q) (24+n+q)
wenn n + q = ungerade,

Aus (8.45) ergibt sich:

C200

Q

b
= / WonWagy dy
0

= [ {05 — (00

X :cos <(q —1) W%) — Co8 <(q + 1)7?%)] } ydy

. ~

Q wenn n + q = ungerade
*71’2 wenn n=q-+2
= b wenn n=q—-2 und ¢>3 ,
% wenn n=q und q#1
3b2 o
[ & wenn n=q=1

2o 2 1 1 1 2 1
b ( S L p W i e Sl W LR (2+n+q)2)
2 '

Gl. (8.47) fiithrt aufgrund der Festeinspannung an den Réndern y = 0 und y = b auf
verschwindende Werte.

Resultanten beziiglich der y-Richtung, Fall 3

Gl. (8.42) fiihrt auf:

1
A00

= [ vt = [ () () = sy
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Ay
Ay
Afo
Ay
Al

2
A11

3
A00

3
A01

3
A10

3
A11

Ago
Agy
Al
Ay
Agy

4
A21

[ 2y = () (2) =

/b 3%:271 awaﬁqd
o Oy Oy

/0 b YaomVy2qdy = /0 b <

b bn+q—1)

D) e

qg—1

J T e N N Rt

b

b b . B
[ 2y =2 [ ()7 () =

/b 3?%271 awy2qd

o Oy Oy
(¢—1)n

b(n+q—2)

[ santtn= [ (

(g _le) n /Ob (%>n1 <%)q2dy

wenn n+q # 2,

y\"Lryyat b
D ——
b b n+q-—1

/0 b1/1y2nagZquy =4 ! /0 b (%)"_1(%)'1_2@

q—1
n+q—?2

wenn n+q # 2,

[ o= [ )

n—1
n+q—2

wenn n+q # 2,

b — — b n- -
/Oazgzznagzzq dy:(n 1{))2(q 1) /0 (%) 2(%) "y

(n—1)(¢—1)
b(n+q—3)

b b
[ =
0 0

b
wag q
Waon, dy = =
A 2 Jy b
n
b

b n _
DEOREED
1

wennn + q # 3,

)G o=t

(0w
1

/b 8211)2n 8w2q
o 9y Oy
na(n—1) wenn n + q # 2,
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b 92ws, O%w ng(g—1)(n—1) [° n—2 g2
4 o 2n 2q o q\q g g
A = 0o Oy?  0y? dy = b* /0 (b) <b> dy
ng(n—1)(¢—1)

= 3
b (ntq—3) wenn n+q# 3,

o = [ v [ (2 () = 2

Ay = /Obw%awﬂqdy—u b(%)”@)q‘zdy_ g—1

dy b J, \b b ntq—1
AY = Oba;”_;nwyquy:%/ob <%>n1<%>qldy:%q_1,
b B , . i
S A ARG
= %wennnquzg,
RS e S N RORT
= %wenn n+q#2,
st = [ Ty M [ ()
S e R
Mo = [ sty = [ (2) () w= g
st = [t [ Q) Q) -
s = [ =3[ () () -y
b X N )
o= [ =i ()7 6) =y
s = =t [ (070 =
R A O
= %wenn n+q+#2.

Aus (8.45) erhalten wir:
b b 2
ANEAN b
nq — n d — — — d = -
00 /0w2 2%y /0 (b) (b)yy n+q+2

Es wird hier der Fall betrachtet, dass am Rand y = 0 keine elastische Einspannung,
sondern eine ideal gelenkige Lagerung vorliegt, so dass Gl. (8.47) entfillt.
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Resultanten beziiglich der y-Richtung, Fall 4

Mit Gl. (8.42) erhalten wir:

o = [t [0 -

Ny = /bl/Jﬁnawﬂqdy: g+l (Q>”+1<Q>qdy: L+gq

b b b n+q+2
AL = / 8%%6%% _(n+1) (q+1)/b <y>"+qdy: (n+1)(g+1)
. o Oy 0y b2 o \b bntq+1)
b b
9 _ _ g n+1 g q+1 B b
A(]0 - /0 ¢w2n¢y2qdy_/0 <b> <b> dy — n+q+3,
b b
82/12 q+1/ ANGRNEAY q+1
Oy n4+1 [ ry\nyyat! n-+1
2 o z2n . J J —
Ay = /0 o Vy2edy = = /0 <b> (b> d Pt

Y

s - [ Bt WD [y (- ey

Ago = / ¢y2n¢y2q /Ob (%>n+1 (%)quQ = #;_i_sa
Agl _ / %2” 6yzq 4{)—1/06 (%)nH(%)qdy _ %’
+

b ols n+1 [P y\n/y\at! n+1
AS — y2n o / (_) <_> dy = ———
10 /0v waq b 0 b b Y n+q+27

; bawy% waq n b n q n
Ay = /0 dy Oy y_( +122(61+1)/0 (y) (y> d :(b(jl?;q:l?

Y

b b
4 B B g n+1 g q+1 _L
Boo = /0w2"w2qdy_/o <b> (b) A
b b
dw q+1 Y\t ryNe l+g
Aé1 = /0 Wap, a;qdyz b /0 (g) <Z> dy = —n+q+2’
b b
Owsy, n+1 Y\ " [y 1t n+1
A4 — dy = <z Z dy = ——
10 /0 oy YT /0 (3) (5) n+q+2
b b
Owsy, Ow n+1)(¢g+1 Y\" Y\ 4 n+1)(g+1
e = )/ () (1) =it
b 2 b —_
0wy q(q+1)/ Y\ gy et q(g+1)
AL = . Ly = Z 4 dy = — 2177
02 /Ow2 oy Y b2 0 <b> (b) RICEY D)
Al aZanawzqd n(g+1 (n+1)/b<g>”—1<y>q _nn+1)(g+1)
2 0o Oyr Oy b3 o \b b V(n+q)
b 0w, 9wy ng(g+1) (n+1) [*y\ntryye?
AL = n % 124, — / Z =) d
22 o 02 0 b 0 () (5)

_ ongln+1)(g+1)
= T BmieD wenn n+qF# 3,
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b b n+1 q+1 b
AS = / e :/ <Q> ) dy = ——
00 i AR O

(Q
b
b b
ow +1 n+1 q 1+
5 2, _ 4 Y y :—q
3 = [l = [ () =
b b
Owsy, n+1 Y\ [y 1t n+1
A= [y = AN A R U
10 . oy YT /0 (b) (b) Y nTg+2
no = [POwm Oy, (et 1) (g4 1) / (9)" () ay - (n+1)(g+1)
H o Oy Oy b2 o \b b b(n+q+1)°
b 92 b _
0" way, n(n+1) y\" L ryyatt n(n+1)
As o= P gy = Dy gy, nint )
20 0 Oy? W20ty b2 /0 (b) <b> y b(n+q+1)
b 2 b _
O way, Ows n(g+1 (n+1)/ Y\ LY\ n(n+1)(g+1)
AE) — qd — I g d —
2 o O0yr 0Oy Y b 0 <b> (b) 4 V(n+q)
b b n+1 g+1 b
A%y = wbeedy = [ (2) (2) dy= ——
00 /Ow2¢2q3/ /0 (b> (b) Y ntq+t3
b b
0o q+1 Y\t Y9 1+gq
6 4 _ Y J _ 9
Ao = /0 2n dy dy = b/ (b) (b) dy n+q+2’
b b
Owsy, n+1 y\" [y 9+t n+1
10 /0 By Vraqdy b /0 <b> <b> ntqt2
H o Oy Oy b2 o \b b b(n+q+1)"
b a2 b N
0*way, n(n+1)/ y\"1y\at! n(n+1)
NSy = [ ERydy = R (DY gy = T
20 /0 83/2 qu Yy b2 0 <b> (b) b(n—i—q—i—l)’
AS /bﬁsznawmzqd _n(g+1 (n+1)/b<g)"—1(g>qd _n(n+1)(g+1)
21 . o2 oy Y = . \b ) Y Rn+q)

Gl. (8.45) ergibt:
b b 2
y\ "+l sy 4+l b
od == n d - 0 - d - .
00 /sz Waqyay /0 <b> <b> yay ntqtd

Gl. (8.47) fithrt auf verschwindende Werte aufgrund der Festeinspannung am Rand y = 0
sowie des freien Randes bei y = b.
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Anhang 9.A: Inneres Potential

Fiir eine allgemeingiiltige Formulierung des inneren Potential II; geméafl (9.8) werden die

nachfolgenden Integrale der Ansatzfunktionen (9.1) und (9.2) bzw. (9.4) und (9.5

) einge-

fithrt. Diese gelten fiir eine beliebige Wahl der Ansatzfunktionen.

ss,1
5
fe,l

ss, fe,1

st,2

ij
0Jfe?

v

ss,fc,2
QZ s
fec,s8,2

st,3

ij
Qfe?
ij,fc,3
ot
Qf
ij,ch

CERS)
o5

Qfes

|
|
I,
|
|
A
I,
|
|
I,

0

o

0

0

0

alwazlm a] ¢$
oxt  Oxd
alwzlm aj wxlp
Cort Oxi om0
azwazlm aj¢$1p
oxt  Oxd om0
aZwaclm aj wy
Cort Oa
azwazlm aj ¢ZI
oxrt  Oxd
azwzlm o’ wylp
S Oxt Ol o 0T
alwazlm aj wy
S Ort Ol
azwyln’b ajqz}ylp
oxt  Ox7 o 0T
azzﬁylm aszylp
ort  OxJ o 0T
a2¢ylm 8j ?/)y
oxrt  Oxd

lpd

lpd

1pd

lpd

lpd

¢ az/wlm 8]11)1;

—d
oxt Ol o
8“w1m ajwfc
oxt  Oxi B
82w1 8]w1p
m —d
COxt Oz v
wlm ajwylp
oxt  0xd
wlm a]wylp "
ort Oxd ’

———dx,
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Qf;,fc,S
Q{jc,ss,?)
Q5
Qfef
Q?;,fc,ﬁ

fec,s8,6
Qf

sowie

A
AL
Afj,fc,l
A2
Al?
Af;,fc,Z
Ag;‘c,ssZ
A
AL
Afj,fc,fﬂ
At
AL

ss,fc,d
A3

/Z

0

0

/.
]

/
/
/
/
/
/
[

0
0
I
O
0

0

wlm o’ wylp
Coxt Oz
wlm o’ wylp
oxt  Oxd
wlm aj wxlp
oxt  Oxd
whcn
oxrt  0xJ
wlm 8J wl’lp
oxt  OxJ
wlm aj 77Z)d71p
oxt  O0xJ

alwan aj waq
oyt Oy

77Z)x1p d

dzx,

——dx,

alwan a] 1/}9624 d

SOyt oy

alwIZn aJ,l?Diqud

oyt Oyl
az ¢:L‘2n 6] 1/}?!2(1
SOy oy

alwan aj wy?q d

oyt Oyl

6"%% 8]1%2(1 ~ V24

8y oy’
al dszn a] wqu
oyt Oy

az¢an a]wgﬂqd

oy’
3’wy2n
oyt Oy’
Iy, @Dqu
oy’ 0yj
azwss aj
oyt Oyl
az f c ajwf c
8y oyl
azwss ajwf c

oyt Oyl

oy’

waq d

dy,
———dy,

———dy,

Y

)

)

I

Y

Y

Y

9
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858]88].85]8s
F{c 15°k3s1

7
phetfeRierse

%
ksslsskfclfc

Fi

7SS ;88,85 ;88

F’LJl]

gfeifejfe

-fs
7
Fi

EE] sstijc

r:’

kss‘leslss]ss
%

kfclfcl'ijfc

I

(2

ksslssifcjfc
Fi

kfclfclss :Ss
7

I,

Fmssnssmssnss

+

+

_|_

i+

+

+

_|_

+

+ o+

l azwss a]¢
88,5 _ "y2q
Aij = /0 —dy

8yi oyd ’
Af075 _ : alw = on ajwaq ~ w2 g
ij - ot Oy Y
0 Y Y
Ass,fc,S . /l aleS a]d}y?q ~ v g
ij = : ’
o Oyt Oy
AfQSS 5 /l alw 2n angﬂq — vy
ij i )
o Oy Oy
ASS = / O OV,
K 0 8@/1 Oy
st [ D,
“ o Oyt Oy
ASSfeb L' O,
Y o Oy Oy
Afg,ss,ﬁ _ : alu)2n 83 qu
N o Oy Oy

Es ist an dieser Stelle zweckméBig, die folgenden Abkiirzungen einzufiihren:

A st 1A85 1 + 2A st 1Ass 1 + A st 1ASS 1 + A§5QSS 1A(S)g’l,
ALQIPTALS + 201 QL AL + ALQLS AT+ A2 QLT AL,
2A ,fclAss,fcl+2A ,fclAssfcl

2A < ,fc,lASi,fc,l + st,fc,lAig,ch) + 2A st ,fe, IA(S)S,fc,l’

A QSS3ASS3—|—A st3Ass3+A QSS3ASS3
a1H26stgA833 4 A3 95, BA(SES’

ALQISSATES L AL QIS ATS? 1 o) Hoyg QI3 TP

A2, Q0P AL + A3 Q1P AL,

2A ,chAss,fc3+2A ,chAssfc?)

2A ,fc3Assf63+2A2< ,chAssfc3 stfcsAssfc3>

2A st2A352+2A QSS2ASS2—|—2A st2A552

2A 9352A552+2A QSSQAEGEQ’

N2 QAALE? + oL QI2ALC? 4 oL Q2 ATe?
2ALQICPATE? L oNL QIS ATe?

2A fCQAss fc2_|_2A1 st fc?Ass fc2+2A Qgg,fcﬂAﬁ,fc,Q
2A chAssf02+2A fc2Assf027

2A QfCSSQAfcss2+2A QfCSSQAf0852+2A chsszAfcsw
2A chsszAfc552+2A chssQAfcsw’

A st 4Ass4+A2 QSS4ASS4+2041H669884A384+2A4215Q§8’4A8§’4
o (H16st 4ASS4 + HQGQSS 4ASS 4)

-Oé1 (HIIQSS 4Ass4+H22st 4Ass4+2H12st4Ass 4>,
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mecnfcmfcnfc
7

Fmssnssmfcnfc

EEFEEEE

Fmssn 55

nfc,iijfc

fe
m
Fi

ss .s‘szfc‘jfc

an

mfcnfcissjss

I

2

Fmssnss kss[ss
%

prdenfeksere
i

Fmssnsskfclfc
%

+ o+ o+

+ 4+ + + o+

A ch 4Afc4 + A ch 4Afc4 + 2041H66ch 4Afc4
<H16ch4Afc4 i H%chzfoch)

2A ch 4Afc 4

—Ozl (Hllec 4A£8’4 + 2H129§8 4Afc 4 + HQQch 4Afc 4>

2A st ,fe, 4A88,fc,4 + 2Ai4Qgg,fc,4Ass,fc,4

4a1HGGQﬁ,fc,4Aisl,,fc,4 + 2A4215 (st fe, 4A8i,fc,4 + Q(s)i,chAieg,ch)

ss,fc,d A ss,fc,d ss,fc,d A ss,fc,d
s Hig (Qu A+ Q7 Ay

sy (95143574 1 0 Ay

alHHQSS ,fe, 4ASS fed

aHay (0557 A5 + 0T A o)
alHQZQSS’fCAAs;’fCA,

2A QSS5A555+2A QSS5ASS5+A st5Ass5+A QSS5ASS5
%A QSSBASS5 %A QSS5ASS5 5A QSS5ASS5 5A QSS5A855
2A2 ch5Afc5+2A2 ch5Afc5

A Q{55Afc5+A ch5Afc5 —A ch&’)Ach)

%A ch5Afc5_'_lA ch5Af05 —A ch5Afc5

2A stfCSAssf65+2A2 ,fc5Assfc5

A stfc!i ss,f05+A ,fc5Assfc5

,f 5 ,fe5 fc,5 fe,b
A C, ASS C, _A QSS C, (S)g C

A ,fc5Assfc5 lA stfc5 ;g,fc,f)
2A QfCSSSAfc,ss,5+2A QfCSSSAfc,ss,EJ
A QfCSS5AfCSS5—|—A chssf)AfcssS
%A chssE)AfcssE) 5A chssE)Afcss5
1 fc,88,5 A fe,ss5 | 1 fe,s85 A f 5
5A chs Acss —A chs Accc
2A QSSGA556+2A QSSGASSG
A Q886A886+A QSSGASSG
1 $5,6 56 $5,6 s,6
§A Qoo AsY EA Q7 ALY
1 536 536 1 ss,6 556
IAL Q0N + LAL Q5O
2A2 QéSGAfCG+2A chﬁAfcﬁﬁ
lA ch 6Afc6 lA ch GAfCG
2 2

c,6 c,6 c,6 c,6
IALOSC AL + 1AL AL
A Q{fﬁAf06+A4 Qf06Af06
2A ’fCGASS’fCG+2A2 ,chAsstG

A st ch ss,fc,ﬁ —|—A fc 6ASS ,fc,6

,f 6 ,fc,6 ,fc,6 ,fc,6
A C, ASS C, _A QSS C, (S)f) C

)
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A ,fc 6Ass fc,6 lA st fe, GAss,fcﬁ
2A QfCSSGAfCSSG+2A chssﬁAfCSSG
—A chssfiAfcssG —A chssﬁAfcssﬁ
2
A chss6Afcssﬁ_|_A QfCSSGAfCSS6
1A QfCSSGAfc,ss,G A QfCSS6AfCSSG

+

mecnfcksslss
7

+ o+ o+

mit:
1 4 8
1 _
Nio = 5Dy =gl gatly
1 4 8
Afj — §A” Dw+ 4E]~,
A2 = D 8F
8 32
4 _
Ay = —@Fij-i-@[{ij,
16
Oél — @7
32
y = —.
2 9¢2

Mit diesen so eingefiihrten Abkiirzungen kann das innere Potential II; angeschrieben wer-
den als:

m=K3% n=L5% p=K%% q=L5%
88188 ].85]8s
Hi — E § E XSS Xssrk 153k531
§ : mn~>*pq
m=1 n=1 p=1 g=1
m=K* n=L% p=Kf¢q=Lf¢
kssysspfeyfe
+ Y Y Y X et
pg —
m=1 n=1 p=1 g¢g=1
m=K'¢n=Lf¢p=Kfc ¢q=LTc
kferfepferfe
oYY Y > X xr
pg 1
m=1 n=1 p=1 g¢g=1

m=I%%n JSS ISS = Jss

ss ss SS SSZSSJSS
+ 2 Z EA

n=1

m=1%% n=J°%° p=IfC q:JfC
Ss fc ,LSS SSlSS]SS
DD DD DD DR Ry
m=1 n=1 p=1 g¢g=1

m=If¢ n=gfcp=I1fc g=Jfc

fc fc 7/ SSZSSJSS
DD ID DD BRI
n=1 p=1 gqg=1
m= KSS n= LSS p ISS q JS@

DD ID PP DESACE S

n=1 p=1 g¢g=1

EE}

=K% n=L5% p= Ifcq Jfe

" Z Z Z Z Xﬁfnnj;cl“’“”l”zfcﬂfc

n=1 p=1 g¢=1
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m= Kfcn LfC [“ —Jss

+ Z Z Z Z Xglcnnzs Fk;fclfc jos jss

n=1 p=1 g¢=1
m=K7¢ n=Lfc p=Ifc g=Jfc

fe fe kfclfciijfc
P IDIPIE
n=1
m:MSS n:NSS p:MSS q:NSS
Ss Ss mSSnSSmSSnSS
MDD DD DD DRI EALS
m=1 n=1 p=1 q=1
m=M?%5 n=N5% p=MT¢ g=NT¢
ss fe pmssnssmfenfe
2L X X WRWET
m=1 n=1 p=1 q=1

m=M7T¢n= Nfcp Mffq NFe

+ Z Z Z Z Wy{LZW;{;c Flmfcnfcmfcnfc

m=1

n=N5s p:I.SS q:JSS

=M>s
+ Z_ Z Z Z W;SHY;; Fi msspssss jus

n=1 p=1 gq=1
n=Nss p=Ifc q=Jfc

=M?"s

Ss fC mssnsstijc

D 3D 3D D SRIEATAY
m=1 n=1 p=1 q=1
:Nfc p:Iss q:Jss

=M/fe
+ Z Z Z Z WT{Z%Y;; Iwmfcnfc jos jss
m=1 n=1 p=1 g¢=1

- n=NScp=I1fcq=Jfc

=M/e
CUY Y Ry whr

p— =
m=M?35 n= Nssp Kssq Lss

SS ss mSSnSSkss]ss
PSP IP DS
m=1 n=1
m= Mssn:Nssp:Kfcq:Lfc
ss v fe mssnsskfelfe
D DR DED DR DRl ciay
m=1 n=1 p=1 q=1
=M/Fe :Nfcp:KSSq:Lss
§ fc ss mmfenfegssyss
m=1 n=1 p=1 q=1

m= Mf n—= Npr Kfcq Lfc

+ WfCXfCmecnfckfclfC
mzzl ; ; Z mn<*pq
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Anhang 9.B: Aufleres Potential

Mit den Ansatzfunktionen (9.1) und (9.2) bzw. (9.4) und (9.5) kann das duflere Potential
[T, geschrieben werden als:

m=M* n=N** p=M>* q=N** @ Puwss Owss !
M = DUDID M DAY i | wsiusivdy
m=MI¢n=NI¢ p:Mfc qufc fe !
¢ Qwyyy, 3w1
+ ch ch pdl’/ U} w Cud

m=M?55 n=N5$ p:Mfc q:Nfc

ss 117fc awss 8@0{; :
+ 2 E E E WonWo i 0w on ——dz anwgqydy
m=1 =1 p=1 g=1

Mit den Resultanten der Ansatzfunktionen

ss
00 / w2nw2qydy7
0
l
ss,fe ss,  fc
00 - / w2nw2qydy7
0
; l
C p—
0 = / w2nw “y dy
0
und den Abkiirzungen
0
Tmssnssmssnss _ Nzx QSSAASSA
a - 11 00 >
2
Tmfcnfcmfcnfc o Nxm ch 4Afc 4
a - 00 >
mssnssmfenfe 0 ss,fc,d A ss,fc,d
Ta - N;wrQH A00

ldsst sich das duflere Potential II, schreiben als:
m=M?55 n=N55 p=M53% g=N5°
O S S SLENEEE
m=1 n=1 p=1 g¢=1

m=M7c n=Nfcp=MFcg=N/Se

- A Z Z Z Z ch fcrmfcnfcmfcnfc
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m=M?% n=N*$ p=M'¢ g=Nfc

B )\ Z Z Z Z Ws’anbquF;nssnssmfcnfc.
m=1 n=1 =1 =1



Anhang 9.C: Resultanten der

Ansatzfunktionen fiir Flansche und

Steg

311

Mit den Ansatzfunktionen (9.1) und (9.2) bzw. (9.4) und (9.5) kénnen die Integralresul-
tanten des Anhangs 9.A beziiglich der longitudinalen Richtung x sowohl fiir die Flansche

als auch den Steg geschrieben werden als:

ss, 1 fe,l — yss,fe,l — ss,3 . A fed _ ss,fe,d3 _ 0ssd . fed _ ss.fed
Q00 - Q00 - Q00 - Q00 - Q00 - Q00 - Q00 - Q00 - Q00

. s$$,5 _ fe,db _ yss.fe,b  fess,h 1 o
= Q" = Qoo” = Qoo ™7 = Qo™ = A

ss, 1 fe,l — yss,fe,l — ss,fe,3 _ ss,d ss, 4 fed
Q11 - Q11 - Qll - Q11 - Q11 - _Q2O - Qll

fed ss,fe,d s$$,5 _ fe,h fe,5  ss,fe,b ss,fe,5
_QQO - _QQO - _QQO - Qll - _QQO - Qll - _QQO

- fe,s8,5 fe,ss,b A fe,3  0ss,3 . yss,fed  yss,h ss, fe,d
- Qll - _QZO - Qll - Qll - Qll - Qll - _QOZ

mpr?
= wenn m = p,
2a
2
1 1 1 —2m
Qst = Qfot =gl = wenn m + p = ungerade,
0 0 0 m2 — pg
2
1 2p
Qlot = —— wenn m + p = ungerade,
m2 — p2
p
6 6 6 6 2ma
Qb = Qb = Qesleb — qlesst — 55— wenn m + p = ungerade,
(m?* —p*) 7w
2 2 2 2 2pa
Q2 = Qler —qiefe? —qless? — 277 wenn  m + p = ungerade
00 00 00 00 2 —m)m ;
2
2 2 2 2 —2m°pm
Q2 = Qe ol —qfess? = “ 8 wenn  m + p = ungerade,
a (m?* —p?)
2
6 6 fe (55,6 2p"mm
Q6 = Qfeb —qisfeb —qfess6 — 20 7T wenn  m + p = ungerade
11 11 11 11 a (m2 o pg) )
8,2 ss,2 _ fe2 _ yss,fe,2 _ fess,2 55,6 fec,6
Q" = Qo =" =07 =y 7 = Q" = =
6 6 —mim
= —qupfeb — _qfess6 — 0 wenn m = p,
ss,fe,2 fe,ss,2 55,6 fe6 ss,fcb
Q01 = Qo 77" =0y =W =—Qn

ss6 DT
= Q0 =22 wenn m=p
01 2 )

ss,3 ss,3 _ fe,3 fe,3  yss fe,3 ss,fe,3 _ ss,4
Q01 - _QIO - Q01 - _Ql[) - Q01 - _QIO - Q01

_ ss, 4 fed fed — yss,fed ss,fe,d _ ss,b
- _QIO - Q01 - _QIO - Q01 - _Qlo - Q01
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088D fc5 fc5 _ ss.fe,b ss,fe,5 _ fe,s8,5
= Q" =8 =807 = Qpy == = Oy

c,88,5 2mp
= —Q{O = ——— wenn m + p = ungerade,
m=—p
3,2
st4 o ch,4 _ ss,fed 2mp ™
= " = Q7" = —5————+ wenn m + p = ungerade,
a? (m? —p?)
3,2
ss,fe,d 58,5 fc5 ss,fe,5 c,ss 5 2m b
91 = 057 = snled — Qff m wenn m + p = ungerade,
-D
3
$s,6 fec,6 ss,fc,6 c,s5,6 2m°m
Q50 = QIS = Qspleb — et = ———5 5y wenn m + p = ungerade,
a(m? —p?)
6 f 6 fe,6 fe,ss,6 m?m?
Ss, - c, ss,fe,6 c,s8,6 -
Q57 = Q" =077 =Qy7 = wenn m = p,

2a?
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Anhang 9.D: Resultanten der
Ansatzfunktionen fiir den Steg

Mit den Ansatzfunktionen (9.1) und (9.2) fALr den Steg konnen die Integralresultanten
der AnhAxinge 9.A und 9.B beziiglich der Querrichtung y angegeben werden als:

ss,1 $8,3 _ AS8S4 _ As56 h _
ss, 1 ss, 4 ss, 4 ASs6 58,6 2nq -
Ay = Ay =AY =Ag =-Ay = R wenn n + g = ungerade,

2
Ass,l - ASS’3 _ Ass,fi . AssA o Ass,4 _ ASS,G o nqm
11 - 11 — =11 — =211 — T 202 T T 220

wenn n = q,

1 AJed _ Afe2 _ afed _ 4 AJes _ AJes _ AJeS _ afed
Al = Al = AP = AR = —AL = AL = Al = A = —Af

W enn o = q+2
— (1) wenn n = ¢ ’
_7r2(_2+‘1)2 wennn=q—2 und ¢g>3

Aég’fc’l _ Agg,fcz _ Agg,fc,zl _ Agg,fcﬁ _ Agg,fc,b‘ _ Agg,ssﬁ

- 7r(f1+n41)(1+n§2)n(z1+n+q) Urerg  Vemm n = gerade ,
Ai?fCJ _ Aﬁ’fc’z _ Aﬁ’ch _ _Agg,fc,zl _ _Agg,fc,zl

AJET = S AR = AR = AR

= T S ey Ve i+ g = gerade
AJess2 . _NJess2 _ nfesss _ _ Afesss

= o (q_1+:??;—n+1) o wennn +q = gerade
N

= — oo (q_Hi"?;l_nH) G Wennn+g = gerade |

Snrlg

Ag;,ssb _ - CESES R 1)?q—n+ = n=1) wenn n + q = gerade,
A{?S&(j = _Ag(?ssjfj ~ T h(-1+n—9 (1+n§T;%3(711+n+q) (14+n+q) wenn ¢ +n = gerade
Aéi’fc’l _ _Aig,fal _ Agi,fcz _ _Aig,fcz _ A(S)‘;’fCA

o ss,fe,d A ss,fe,5 ss,fe,5 A ss,fe,6 ss,fc,6
- _AIO - A01 - _AIO - A01 - _AIO
T wenn =—1+nundn > 2
2
nmw _ )
-5 wenn g=1-+n

§8,2 58,0 _
Agy” = Ay = —— 5 wennn + ¢ = ungerade,
™ (n* — ¢?)
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s
AR = AR =AY = AR = —% wenn n = g,
2ng*n
Aii,? _ Ai‘if’ = —— wennn + q = ungerade,
h (n? — ¢?)
At = A= —Al = AL = Al = Al

c,4 c,5 c,5 c,6 c,6
= _A{O = Agl = _A{O = Agl = _A{O
32nq (=2 + n? + ¢?)
(—24+n—-q)(n—q)(2+n—q)(-2+n+¢) (2+n+q) (n+q)
wenn n + ¢ = ungerade,

Afc,ss,? o _Ass,fc,?: - Afc73575 . % wenn q = —14+n und n Z 2
00 = 0 T80 Ty _n wenn ¢ —1-4n ;
2 q
—1)2.2
Afess? _ % wenn ¢g=n—1 und n>2
1 - (n+1)2x2 . ’
— wenn g=n-+1
2 2
ASS = 5 q > wenn n + ¢ = ungerade,
nT—q
on?
AP = ——— wenn n + ¢ = ungerade,
@ —n
AssTed —";ZQ wenn g=n—1 und n>2
H ";,’{2 wenn ¢ =n-+1 ’
2n3qm?
At = ASS =~ wenn n+ ¢ = ungerade
h2 (n2 — @) ’
44
ntm
AS? = —— wennn = g,
2h3
At = Al = AR = A" = AT = Al
—% wenn n =2+4gq
_ h wenn n=gq, ¢#1
N —% wenn n=¢q—2undqg>3 '’
7h wenn n=q=1
f ’4 JR— f ’5 J— f 76
Ayt = Ay =4y
— 647r2nq(—3+q2+n2(1+q2)) o d
W2 tna) (1-0) @Fn—a) (Z4nta) (niq) Gntg) WO T ¢ = ungerade
4 4
—% wenn n = q + 2
fed 4(14+6¢>+q*
Afgt = o) wemn m =g ,
4 4
~T U wennn =g —2und ¢ > 3
Fe,55,6 —q;f wenn g=n—1 undn > 2
AN = s wenn i1 ,
2h2 q
’f 74 J— 7f ’4 —_ ’f 75 JR— ’f 76
T
% wenn ¢g=n—1 und n >2
B —21 wenn = 1 ’
2h2 qg=mn-+
3.3
nemw
AP wenn n = g,

2h?
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8nSm3
ATt = - 5 g wenn g + n = gerade,
B3 (' + (=1 +n?)" — 2¢% (1 + n?))
2n3w
ASS = wenn n + ¢ = ungerade,
20 h (TLQ . qg) 4q g
2.2
A{f,ssﬁ _ _Af(c),ssﬁ _ q27}21; , wenn q=mn — 1 und n > 2
-4 wenn g=n-+1
Afc,ss,ﬁ — _Afcyssﬁ _ q?ﬂ' wenn g = _1 + n undn 2 2
o1 10 — wenn g=1+n ’
88 __ o2 ‘lth n wenn n=4gq
- T n Y
" e [(FD)"™ 1] wemn n#g
( hz(annJrl)
; 246”2(”_1)) wenn g=mn—1
ss,Jjc h*(n“+n+1
00 - e o wenn g=n-+1 >
—AlPng(-1) "0 sonst
\ 7(g+n+1) (¢+n—1) (¢g—n+1) (g—n—1)
([ Q wenn n + ¢ = ungerade
_Th2 wenn n=q-+2
53 = ’T}LQ wenn n=qg—2 und ¢>3
%2 wenn n=g¢ und g¢#1
3h? =q=1
\ 5 wenn n=gq=

2 —2 1 1 _ 1 2 o 1
LoD (((n—q>2> T @m? T @’ (Zinra? T ((n+q)2> Tnia)?
mit @ =
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Anhang 9.E: Resultanten der
Ansatzfunktionen fiir die Flansche

Mit den Ansatzfunktionen (9.4) und (9.5) der Flansche kénnen die betreffenden Integral-
resultanten der Anhénge 9.A und 9.B beziiglich der Querrichtung y geschrieben werden

als:
s8,3
A00
58,2
A00

ss,1
A00

ss, fe,1
AOO

b
n+qg—1
b
58,5
Ag” = )
n+q
c,85,2 ss,fc,3 ss,4 c,58,5 ss,6
Ago = Aoof =AQy" = Ag)co = Ao
b
n+q+1
ss,fc,2 ss,fc,4 ss,fec,b ss, fc,6 c,58,6
Aoof = Aoof = Aoof = Aoof = Ago
b
n+q+2
b
Afc,2 _ Afc,?) _ Afc,4 _ Afc,B _ Afc,ﬁ _ :
00 00 00 00 00 n+q+ 3
n—1
——  wenn n + 2,
n+q—2 a7
n—1
n+q’
n
ASS,S _
0 g —1
58,6 n
10 n+q’
n
Ass,fc,f) _ Ass,fc,G _ :
10 10 n+q+1
c,88,5 n+ 1
AR = ——
n—+q
ss,fc,4 c,ss,6 n+ 1
Awf = A{O = 1
n+q+1
a +1
Afc,S _ Afc,4 _ Afc,f) _ Afc,(r _ n ’
10 10 10 10 n+q+ 9
qg—1
———— wennn + 2,
n+q—2 a7
88,0 q— 1

01 _n+q_17
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ss,2
A117

ss, fe,1
A11

Agf,ssb _ q— 1

n+q’
At = AR =
7
n+q+1’
q+1
n+q’

ss,fe,2 A ss,fed ss,fe,5 ss,fe,6
A01 - A01 - A01 - A01 -

My = Al = ol = o = o =

(n—1) (¢—1)

bntq—3) wennn+q # 3,
(n—1)(¢+1)

bn+q—1) "~

fe,s8,5 (n+1) (q_l)

An = b(n+q—1)"

e N
(n+1)(g+1)
b(n+q+1)

Y

_1>

Ass,fc,5:Ass,fc,6:n(n

20 20 b(n“—q),

n(n—1)

b(n+q—1)

n(n—1)

- 2

b(n+q_2>wennn+q> ,

n(n-—1 -1

b(2 (nﬁ;q_g))wennn—i—q#?),

—1(g+1)

Ass,fc,5 _ Ass,fc,ﬁ _ n (n

21 21 b2(n+q—1) ’

n(n+1)

b(n+q—1)

n(n+1)

b (n+q)

A6 _ n(n+1)

20 b(n+q+1)

nn+1)(g—1

b(2(n+)q<_2)>wennn+qaé2,
+1)(g+1)

Afc,E):Afc,G:n(n

21 21 b2 (n+ q) )

58,5 n(q_l)

A7} _—b(n+q—2) wenn n + q # 2,

ss,fe,2 _ aAss,fe,d A ss,fe,b A ss,fe6
A11 - A11 - A11 - A11 - b

g+1
n+q+1’

qg+1
n+q+2
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ss,1
A11
ss,4
A21
fe,s5,6
A21
4
Ass,fc,
12
ss,4
AQQ
4
Asszfcy
22
fc74
A22

fec,85,6
A11

ss,4
A02
ss,fc,d
A02
fc74
AOQ

58
00

ss,fc
00

fe
00

55,4 55,6 ng

A=Ay :ma
A;iﬁ:%wennn—i—q#l
ng (n+1)

bV (n+q—1)
ng(q+1)

b (n+q—1)
ng(n—1)(g—1)
b*(n+q—3)
ng(n—1)(¢g+1)
b (n+q—2)
ng(n+1)(¢+1)
Bn+qg—1) '

qg(n+1)
b(n+q)’
q(q—1)
b(n+q—1)
q(g+1)
b(n+gq)’
q(q+1)
b(n+q+1)

wenn n + q # 3,

wenn n + q # 2,







Anhang 9.F: Matrizen des
Eigenwertproblems
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Die Matrizen K ; und K . des Eigenwertproblems kénnen in Submatrizen unterteilt werden
wie folgt:

Die hierin auftretenden Untermatrizen K

—1

[

E, 0 0
0 K, 0
0 0 K,
N I ]
0 0 0
L0 0 0
E, 0 0
0 K, 0
0 0 K,
I
0o 0 0
0 0 0

o o 1o

=

:7’7](‘

o 1o

o 1o le o o o

v 0
v 9
v 0
v 0
gi,f g
v 0]
v 9
v 9
v 0
s 20
;8
v 0

sche und des Stegs weisen dabei eine shnliche Form auf wie folgt:

msSnsSSmssSnss

=i wss

mfcnfcmssnss

k.fclfcmesnss
" xfe

'Ssjssm ns

Z}yss
i ijcmssnss

= yfc

mssnssmfcnfc
—,ws*
mlenfemfonte
=7j’wfc
ksslssmfcnfc

_7/ xSS
kferfemfente

f—— xfC
‘Ss jss

mlente

— Ve
i}%jfcmfcnfc
== yfc

mSSnsSSkss|ss
—,wss
mfcnfcksslss
—i,wfc
5$5]551.55]5S
gixsls k551
k.fclfcksslss
:’L’7xfc

issjss Ekss[ss

Ve
i}ijfcksslss
—jyfc

mssnsskfclfc
—,wss
mfenfepferfe
gi,wfc
k,sslssk.fclfc
51 xss
kleifepserfe
) xfC
'ss 'sskfclfc
= yss

,Lfc fckfclfc
_Zvy'fc

mSSnSS’LSSjSS
=—i,wss
mfcnfciSSjss

=7j’u)f5

kSs]88;88 588

J

=1, x5%
kfclfc,iss]'ss

:i’zfc

/1SS 7SS;88 ;88

L AR
e
Kiﬂjfciss]'ss

=—i,yfc

und K beziiglich der Steifigkeiten der Flan-

m snss,ifc]'fc T
—,wss

mfcnfcz'ijfc
=i7u\;£c\55'fc -fc
Efxsls o

kfclfCZfC]fC
f—— gng

Z‘Sé bazfcjfc
== yss

chjfclfc]fc
_z7yfc

Die hier auftauchenden Untermatrizen weisen dabei die folgenden Symmetrieeigenschaften

auf:

men*mbPnPf
—,w™
Km"‘no‘kﬁlﬁ
=, w
Kmo‘no‘iBJﬁ

i, w

mPnPmene

_ Kkﬂlﬁm"‘n"‘
:iJﬁ

— <K’Lﬁjﬁm n

p— ) yﬁ

)
)
R
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JoRe1RAP < K

1,

EBIB koo T
== ’

L Kiﬁjﬁkala T
=, x> —i,yP ’
Ky g — KYIv
i, y~ :z‘,yﬁ ?

worin den beiden Platzhaltern o und g die Markierungen ’ss’ oder ’fc’ zugewiesen werden
konnen. Es gilt:

B 1n®1nf 1n®2 nf Klno‘SnB 1n> MBnf ]
i, w i, w i, w i, w
2n%1nf 2n® 2 nf 2n® 3nf 2n® MP nb
—,w —,w® —,w —,w
men*mbPnP 3n*1nb 3n®2nb 3n* 3nb 3n* M8 nh
=, w® —i,w™ —i,w™ —i,w™ —i,w*
M no1 nb M no 2pnf KM"‘ n® 3 nf KM"‘ n® MB nf
L —i,w® =, w i, w =, w
i 1n> 118 1n> 218 Kln°‘3l5 K1na1<ﬁlﬁ 7]
i, w =, w i, w 1, W
2n> 118 2n> 218 2n*3 18 K2n® K818
—,w 1, w™ —,w* 1, w™
menekB8 3n* 118 3n> 218 3n*318 K3 KA1P
—i,w —i,w™ —i,w —,w —i,w
M n> 118 M n> 218 M n~ 318 Mo n2KPIB8
L —i,w® 1, w i, w —i,w _
B K1n® 158 1 n> 258 1 n> 358 K1n® 1848
—,w —,w —,w —,w
2 n® {158 2 n® 258 2 n® 358 2 ne 1848
—,w —,w* —,w —,w™
meniP P 3ne 158 3n 258 3 n® 358 3ne 1848
=i, w® =i, w =, w =, w =, w ’
M n~ 158 KM n®2;58 KM ne 348 Mo neBjB
L —i,w® i, w i, w i, w i
i 112118 112218 112318 11> KR8
i,z x> =,z i, x
20118 K2 1218 21«318 K2l K818
i,z 5 i,z 5 1, T 5 1, T 505
ajal.B18 (e et e e
Kklkl ;l 11 K?l 21 K§l3l K?l KPl
=, x> i,z —, x> i, x> i, x )
KR & K12 » K103 » KK 1*KB18
L —i,z> i,z i,z —i,x" .
B K1 [>1 48 K1 1> 248 K1 1> 348 K1 1> [B4B
i,z i, i, x" i,z
21%1 48 K2l 24P K2l 348 K2l IP P
1,z i,z i,z i,z
Kk:alaiﬁjﬁ K31 48 K312 4B K313 4B K31 1848
=, x> —, x> i,z —, x> =i,z ?
Ko o148 J SR 38 ) L 3P KK 1188
L —i,x> x> =,z x> J
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r jo 148 j«9iB jo 358 jo 1818 7
K! Ja 1y Kl Ja 2j Kl ]a 3j Kl ]a I°1
K? Ja 1y KQ Ja 2j KQ ]a 3j K2 Ja 175
—LY —LY —LY 1,Y
ivjoifis 35> 158 35 258 35 358 35~ 1758
:i)ya - _ivya _iaya :izya _i7ya ’
I ja 1]5 I ja 2j[3 K[oz ja 3]'[3 I jalﬂjﬂ
L —i,y* :i,ya :i,ya —,y~ N
worin:
A n%y nf [ An%y nf ~y nPA n®
LD e = |3 + I} )
—i,w L
ay (h [12A ey 18 18 n>
K)\ na'y l — FZ n=y + F;}/ n :
—i,w L
] [\ noy nbB iBX ne
_%\nafy] — Finvn +FZ] n ’
—i,w L
PN A RS L MYE
BT = ey,
ey gfo o [paieyi® o podfae
gi,wa o FZ + Fz ’
A o -3 r A o -3 B)\ o
K“iaw _ Fij v _,_Fiw |

Die Groflen n®, [, j* bezeichnen dabei die Anzahl der Zeilen, wohingegen n°, 18, j° die

Anzahl der Spalten bedeutet.

Die geometrischen Steifigkeitsmatrizen K ; und K konnen dhnlich formuliert werden

als:
- _Z,L’:sszssmssnss :ZIssszssmfcnfc Q Q Q Q -
Tr;fcnfcmssnss n{?}cnfsmfcnfc - - =
_a7u)fc :a7u}fc Q g g g
K = 9 9 0000
- 9 9 0000
L U 00010
I L U 09000]
wobei:
T
mn*mPnh mPnfmen®
—a,w™ - <£a,w5 >

Fiir die Formulierung der Matrix K . spezifizieren wir die Ubergangsbedingungen ein wenig
detaillierter. Hierbei kommen Voralssetzungsgeméiﬁ nur diejenigen Ansatzfunktionen zum
Tragen, die gelenkig gelagerte Steg- und Flanschlaminate beschreiben. Wir betrachten das
Steglaminat, fiir das die entsprechende Reihenentwicklung fiir ¢;%, an der Stelle s; = 0
mit der Abkiirzung ©%:51=0 m”) lautet wie folgt:

mn,w a

() Zm=lﬁf Zn=J§f
€Tr) =
yw m=1 n=1

:sin(

Yss @x,slzo

mn,w ~ mn,w
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Die partiellen Ableitungen des Biegewinkels 9% beziiglich Y37 lauten demnach:

mn,w

88

St = e,
8YSS mn,w

mn,w

Zusammengefasst in einer Matrix bei Vorliegen von P — 1 Stiitzstellen an den Stellen

P— 1
T1=L m =2 ap = e orgibt, dies:
F %1,51=0 z2,51=0 zp_1,81=0 7
@11,111 @11,w te @11,111
z1,51=0 x2,51=0 zp_1,51=0
®1n,w C'_‘)171,11) ce @1n,w 0
z1,51=0 z2,51=0 Tp_1,51=
@21 W @21,w to @21,111
z,s1=0 __ . . : : .
= - z1,51=0 x2,51=0 Tp—1,51=
W CH)2n,w @2n,w e @2n,w
xl,sl— Z‘Q,Sl—o $P71781:0
6ml ;W @ml W te @ml,w
r1,51=0 xz,sl_O rp_1,51=0
L @mn w @mn w s @mn,w |
Analog erhalten wir an der Stelle s; = h:
r Q71,51=h z2,81=h zp-1,81=h 7
@ll,w @11 ;W tee 611,10
z1,51=h x2,51=h Tp_1,51=h
@ln ;W @ln ;W cee @ln,w N
z1,81=h x2,51=h Tp—1,51=
@21 ;W @21 ;W te @21,11}
z,s1=h __
Zmnw z1,51=h z2,51=h xp_1,51=h s
@2n ;W @2n ;W te @2n,w
z1,51=h z2,51=h @folzslzh
ml,w mlw ml,w
r1,51=h x2,51=h zp_1,51=h
i @mn - @mn - oo Omnw i
wobei:
Qe:s1=h —sin (™X£)  wenn n = ungerade
mn,w sin (m”) wenn n = gerade

Fiir jeden Flansch des gegenwirtig betrachteten doppelt-symmetrischen [-Trégers ergibt
die Reihenentwicklung fiir den Biegewinkel 1;°; an der Stelle s; = 0 (mit i = 2,3,4,5)

mit ©%%270 — ¢in (m;m) fiir n = 1:

mn, f
) = Z: Z mn f fr;i:,?o’
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und damit:
ad}?fw x,520=0
Yo,

Assemblieren in einer Matrix-Schreibweise fiir P — 1 Stiitzstellen ergibt:

r O%1,5i=0 x2,5;=0 zp_1,5i=0 7
@11,f @11,f @11,f
z1,5,=0 r2,5,=0 @xp,l,s,-:o
In,f In,f 1n,f
1,8;=0 2,8;=0 @$P7175i:0
21,f 21, f 21, f
z,5;=0 __ :
an,f - @xl,sz—o @x2751—0 @xp,l,sizo
271, 271, 2n1f
z1,8;=0 z2,8;=0 zp—1,5=0
@ml,f @ml,f @ml,f
x1,5;=0 z2,5;=0 rp_1,5,=0
L @mn7 @mn7 @mn,f .

Die zusétzlichen Terme infolge der Ubergangsbedingungen koénnen in einer Matrix-Schreibweise
weiter assembliert werden zu:

wobei gilt:

682:0 — (_)83:0

:fzc

651:0
—w

651:11
—=w

;=0
g

:fvc

Llolololo

8
Il
o

=

3
ololclo o 3

=

olololo I §

:mn,f

8
0
&

8
o
=

|
=

— _984:0 — _685:0

:fvc

:fvc
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Nachdem nun die zusitzlichen Terme als Folge der Ubergangsbedingungen klar identi-
fiziert wurden, kann dazu iibergegangen werden, diese Bedingungen fiir unsere Zwecke
vollstindig auszuformulieren. Fiir den Steg-Flansch-Ubergang an der Stelle s; = 0 und
s2 = 0 ergibt die Ubergangsbedingung ¢, (s1 = 0) = ¢2 (so = 0):

m=Iy’ ss z,51=0 m:IJs‘S n= f ss z,50=0
E :m 1 E :n 1 Ymnw@mnw E m—1 E :n Ymnf@mnf _07

was sich zusammenfassend darstellen lasst als:

o s2=0 T
=f,c
51=0
—w,c

[}
I

oo

=0),1, (51 =h) =

Genauso fiihren die weiteren Ubergangsbedingungen Yy (51 = O) (s3
0) auf die folgenden

— by (51 =10), ¢, (s1 = h) =1, (54 = 0) und 1, (51 = h) Py (55

Teilmatrizen:

3
y

U
_@53:0
o = | o= |

oo &

+ oo

3 s1=h s1=0
o = |errer |,

1 oo

=h

E oo

et = | @
684:0

Il
>

<
[
|l

|
o

= én’;no@ 2olo o™

Diese werden in einer Matrix zusammengefasst wie folgt:

o-[e ¢ e o &].
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Die Matrix g ist damit darstellbar als:

o ||

0
gc - |i @:T






